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Введение 

 

Каждый человек решает любую проблему через одну и ту же 

последовательность действий: А – формализует проблему, т.е. на фоне своих 

знаний преобразует  проблему в известную задачу; В – на фоне наличных 

знаний конструирует решение задачи; С – на фоне своих знаний реализует это 

решение на практике. Таким образом, в жизни успешность  разрешения 

профессиональных проблем во многом зависит от способности инженера 

быстро и качественно произвести эти АВС – действия в комплексе на фоне 

имеющихся у него знаний, т. е. успешность в разрешении проблем зависит от 

уровней развития его проектно – конструктивных или АВС – способностей и 

глубины усвоенных им знаний. При этом развитие АВС – способностей 

происходит в основном только в деятельности  и только в комплексе с 

процессом (на фоне) усвоения знаний. Из сказанного следует, что  любое 

эффективное учебное пособие должно способствовать быстрому развитию АВС 

– способностей и глубокому усвоению знаний через специально 

организованную учебную деятельность. 

В своей основе, рассматриваемое учебное пособие является результатом 

накопленного в течение ряда лет опыта ведения занятий по курсу "Численные 

методы" со студентами специальности "Программное  обеспечение 

вычислительной техники и автоматизированных систем" Казанского 

электротехникума связи. В ходе дальнейшей разработки и адаптации  пособия к 

требованиям ФГОС ВПО в него были добавлены дополнительные разделы, 

необходимые для подготовки инженеров (бакалавров и магистров) по 

направлению «Информационные системы и технологии».  

В пособии каждый рассматриваемый метод сопровождается примером 

решения задачи вручную и с помощью вычислительных средств. Для каждого 

метода приводится блок-схема его алгоритма. Учебное пособие состоит из 12 

лабораторных работ, которые содержат следующие пункты учебной 

деятельности. 1. Осознание цели работы будущим инженером. 2. Изучение 

требуемых для разрешения задач теоретических разделов учебного материала. 

3. Формирование в рамках цели заданий для подготовки (самоподготовки в 

терминах научиться чему – то, получить навыки для выполнения какой–то 

работы, например, оценки точности результатов и т.д.). 4. Планирование 

работы, т. е. установление порядка выполнения работы (последовательности 

заданий для организации учебной  деятельности для достижения цели). 5. 

Формирование ответов на заданные теоретические контрольные вопросы по 

рассматриваемым темам. 

Очевидно, в современных условиях любая эффективная система 

подготовки инженеров должна быть автоматизирована. На практике это 

реализуется с помощью определенной системы (оболочки) дистанционного 

обучения. Расматриваемый курс развернут в виртуальной среде обучения 

Казанского национального исследовательского технологического  университета 

www.moodle.ipm.kstu.ru. 

http://www.moodle.ipm.kstu.ru/
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1. Приближенные числа и действия 
над ними 

1.1. Способы хранения чисел в памяти ЭВМ 

Появление ЭВМ позволило проводить вычисления с точностью, 

достижение которой ранее было практически невозможно. Тем не менее, и 

вычисления на компьютере выполняются с ограниченной точностью, связанной 

со способами представления чисел в памяти ЭВМ. 

Ограничения на представление чисел в естественной форме или в  

форме с фиксированной запятой легко проследить на примере 

восьмиразрядного микрокалькулятора (МК). Схема индикатора такого МК 

изображена на рис. 1.1. В нем один разряд отводится для отображения знака 

числа и 8 разрядов для отображения его цифр. Десятичная запятая (точка) 

может находиться в любом из цифровых разрядов.  

 
Рис. 1.1. Схема представления числа в 8-разрядном МК 

 

Ясно, что в таком МК можно работать с числами из диапазона от 

– 99999999 до 99999999, то есть из промежутка ]110);110([ 88  . Если в 

процессе вычислений результат окажется вне этого промежутка, на индикаторе 

появится информация о переполнении разрядной сетки. Но и в этом диапазоне 

не любое число представимо в МК. Результат вычислений из промежутка от 
7101   до 

7101  , исключая его концы, будет отображен как 0 (этот 

промежуток называют машинным нулем). Графически этот диапазон 

представлен на рис. 1.2. 

Рис. 1.2. Диапазон чисел в естественной форме, представимых в 

восьмиразрядном микрокалькуляторе 

 

Следует отметить, что количество чисел, представимых в МК конечно, и 

они покрывают весь диапазон участками с равномерным шагом. 

Положительные и отрицательные числа с 7 знаками в целой части представимы 

с шагом 0,1; с 6 знаками в целой части представимы с шагом 0,01 и так далее, 

числа с 1 знаком в целой части представимы с шагом 
7101  . 

Современные калькуляторы позволяют работать с числами, записанными 

в экспоненциальной форме или в форме с плавающей запятой 



7 
 

PM 10 , (1.1) 

где M – мантисса, P – порядок. 

Индикация таких чисел представлена на рис. 1.3. Один разряд индикатора 

отведен под знак числа, несколько разрядов (обычно 8 – 12) для цифр 

мантиссы, один разряд для знака и два для цифр порядка. Мантисса обычно 

представляет собой число из промежутка (0; 1) с отличной от 0 цифрой в 

разряде десятых долей или число с одной отличной от 0 цифрой в целой части. 

Порядок – целое двузначное число от – 99 до + 99. Такое представление 

значительно расширяет диапазон чисел, с которыми может работать 

микрокалькулятор. Но все сказанное выше о конечности множества этих чисел 

и его дискретности сохраняется и при таком представлении. Изменяется только 

величина шага для различных участков. 

Рис. 1.3. Схема представления в МК числа с плавающей запятой 

 

Аналогичны способы представления чисел в памяти компьютера, где вся 

информация представлена в двоичном коде. 

Рассмотрим для примера десятичное число 147,375. Переведем его в 

двоичную систему счисления 

2

32101234567

10

011,10010011

2121202121202021202021

125.025.01216128375,147







  

Получено двоичное представление десятичного числа 147,375 в форме с 

фиксированной запятой 10010011,011. Нормализуем его, представив в форме с 

плавающей запятой, расположив десятичную запятую после первой единицы 

1110010011011,120010011011,1011,10010011 7  E . 

Отведем в памяти компьютера для хранения этого числа 4 байта, то есть 

32 бита, нумеруя их справа налево номерами от 0 до 31. Старший бит с 

номером 31 отведем под знак числа: 0 – число положительное, 1 – 

отрицательное. Для записи порядка числа используем следующие 8 бит. Их 

номера с 23-го по 30-й. Порядок может быть положительным и отрицательным. 

Чтобы не хранить знак порядка, сместим его, прибавив к нему число 127. В 

нашем случае получим 134 или в двоичной записи 10000110. Целая часть 

мантиссы нормализованного двоичного числа всегда равна 1, поэтому нет 

смысла ее записывать. В оставшиеся 23 бита запишем дробную часть мантиссы. 

Таким образом, десятичное число 147,375 в памяти компьютера будет иметь 

вид 

 

0 1000 0110 001 0011 0110 0000 0000 0000  
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Обозначим S – значение бита знака числа, P – смещенный порядок, M – 

дробную часть мантиссы. Запишем десятичные представления S, P и M: 

.760269100000000000001100011001

,13401101000

,00

10

102

102







M

P

S

 

 

Зная способ представления числа в компьютере, восстановим исходное 

число 

147,375751,15136718128
8388608

1269760
1128)21(2)1( 23127 








  MF ES . 

На примере мы описали один из форматов представления чисел с 

плавающей запятой стандарта IEEE 754 – 2008 Standard for Binary Floating-Point 

Arithmetic (IEEE стандарт для двоичной арифметики с плавающей точкой), 

разработанный ассоциацией IEEE (Institute of Electrical and Electronics 

Engineers). Этот стандарт полностью содержит использовавшийся ранее 

стандарт IEEE 754 – 1985 и предусматривает независимо от языка 

программирования типы чисел, приведенные в таблице 1.1. 

Таблица 1.1 

Типы 

Длина 

записи 

числа, байт 

Диапазон значений 

Количество сохраняемых 

значащих цифр 

мантиссы в десятичном 

представлении числа 

Single 4 3845 104,3105,1  
 7 – 8 

Real 6 3839 107,1109,2  
 11 – 12 

Double 8 308324 107,1105  
 15 – 16 

Extended 10 49324932 101,1104,3  
 19 – 20 

 

Представление формата любого типа числа стандарта IEEE 754 показано 

на рис. 1.4. На нем S – бит знака числа, равный 0 для положительных чисел и 1 

для отрицательных. Смещение порядка составляет 12 1 p . 

 

Рис.1.4. Формат числа стандарта IEEE 754 

 

Восстановление десятичного числа F по его двоичному представлению в 

стандарте IEEE 754 выполняется по формуле 

)21(2)1( 1
1

2 m
p

ES MF 


  . (1.2) 
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1.2. Приближенные значения и погрешности 

Решение любой задачи численными методами начинается с построения 

математической модели изучаемого объекта или явления. Ни одна модель не 

может учесть всего многообразия свойств объекта или явления, то есть она 

является продуктом некоторых допущений и упрощений. Для реализации 

выбранной модели строится алгоритм. Получение точного решения 

построенным алгоритмом часто требует выполнения бесконечной 

последовательности некоторых операций, которую приходится прерывать на 

некотором конечном шаге. Для реализации алгоритма нужны начальные 

данные, которые обычно являются результатом некоторых измерений. Но ни 

один измерительный прибор не дает возможности провести точные измерения. 

В процессе вычислений данные, промежуточные и окончательные результаты 

заменяются в компьютере представимыми в нем числами и часто в процессе 

вычислений округляются до необходимого числа десятичных знаков. Мы 

описали ряд причин, по которым приходится точные величины заменять их 

приближенными значениями. 

Пусть a  – точное значение некоторой величины, x  – ее приближенное 

значение. 

Абсолютной погрешностью x  называют модуль разности точного и 

приближенного значений 

xax   (1.3) 

 

П р и м е р  1.1. Размер файла в компьютере равен 93 696 байт. В окне 

папки, содержащей этот файл, выведена информация об его размере 92 КБ. 

Какова абсолютная погрешность информации о размере файла? 

Р е ш е н и е . В данном примере точное значение размера файла a  = 93696, 

приближенное значение x  = 92·1024 = 94208 байт. Поэтому абсолютная 

погрешность 5129420893696  xax  байт. 

 

П р и м е р  1.2. Измерение длины стола дало результат 120 см. Какова 

абсолютная погрешность измерения? 

Р е ш е н и е . В задаче приближенное значение x  = 120 см, а точное 

значение длины a  неизвестно. Поэтому абсолютную погрешность найти 

нельзя. Но если известно, что измерение проводилось с помощью портновского 

метра, имеющего сантиметровые деления, то абсолютная погрешность не 

превосходит 1 см. Таким образом, ñì1x . 

 

Как показано в примере 1.2, часто точное значение величины неизвестно, 

что не дает возможность определить абсолютную погрешность. Поэтому вводят 

понятие границы абсолютной погрешности. 

Границей абсолютной погрешности называют число x , больше 

которого абсолютная погрешность быть не может 
xx   или 
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xxa   (1.4) 

Границу абсолютной погрешности обычно всегда можно определить из 

практических соображений, как это сделано в примере 1.2. 

Заменим неравенство (1.4) со знаком модуля двойным неравенством 

xxax  . 

Ко всем трем частям полученного двойного неравенства добавим 

приближенное значение x  

xxaxx  . (1.5) 

В средней части неравенства (1.5) записано неизвестное точное значение 

величины. Левая и правая части сдержат известные приближенное значение и 

границу абсолютной погрешности. Числа xx   и xx   называют 

соответственно нижней и верхней границами приближения. 

Вместо неравенства (1.5) часто используют условную запись 

xxa  . (1.6) 

 

П р и м е р  1.3. Проведены два измерения длины ñì 1100 a  и 

êì 1800 b . Какое из измерений точнее? 

Р е ш е н и е . Абсолютная погрешность первого измерения значительно 

меньше, чем во втором измерении. Но она получена на меньшей длине. 

Вычислим абсолютную погрешность обоих измерений, приходящуюся на 

единицу длины. В первом случае она равна %, 1010
см 100

см 1
 , а во втором – 

%,, 1250001250
км 800

км 1
 . То есть, второе измерение точнее. 

 

Как видно из примера 1.3, абсолютная погрешность не позволяет судить о 

точности приближения. Введем понятие относительной погрешности. 

Относительной погрешностью x  приближения называют 

отношение абсолютной погрешности к модулю приближенного значения 

||x

x
x


  . 

Как уже говорилось выше, абсолютная погрешность часто неизвестна, 

что не позволяет определить и относительную погрешность. Поэтому 

определим границу относительной погрешности x  как отношение границы 

абсолютной погрешности к модулю приближенного значения 

|| x

x
x


 . (1.7) 

Обычно относительную погрешность вычисляют в процентах. Тогда 

%100
||





x

x
x . (1.8) 

Часто бывает необходимо найти абсолютную погрешность по известной 

относительной погрешности. Из формул (1.7) и (1.8) следует соответственно 
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xxx  ||      и (1.9) 

%100

|| xx
x


 . (1.10) 

 

1.3. Запись приближенных чисел 

Значащими цифрами числа называют все его цифры, начиная с первой 

слева ненулевой цифры. 

Например, в числе 0,04021 четыре значащих цифры, а в числе 4,02100 – 

шесть значащих цифр. 

Цифра в записи приближенного числа называется верной в широком 

смысле, если абсолютная погрешность не превосходит единицы разряда, в 

котором расположена эта цифра. Остальные цифры называют 

сомнительными. 

 

П р и м е р  1.4. Определите верные и сомнительные цифры в записи 

приближенного значения 47,3825 ± 0,003. 

Р е ш е н и е . Оформим решение в виде таблицы 1.2: 

Таблица 1.2 

Цифра Единица разряда   003,0  Вывод 

4 10 Да Верная 

7 1 Да Верная 

3 0,1 Да Верная 

8 0,01 Да Верная 

2 0,001 Нет Сомнительная 

5 0,0001 Нет Сомнительная 

 

Таким образом, в данном приближении первые 4 цифры верны в 

широком смысле, а последние две – сомнительные. 

 

Очевидно, что нет необходимости выполнять проверку верности каждой 

цифры. Достаточно найти последнюю верную цифру. Все цифры влево от нее 

верные, а вправо – сомнительные. Такую возможность дает следующее 

П р а в и л о . Если абсолютная погрешность записана одной единицей с 

предшествующими или последующими нулями, то эта единственная единица 

расположена в разряде последней верной цифры. В противном случае 

необходимо найти ближайшее к абсолютной погрешности большее число, 

записанное одной единицей и остальными нулями. Вновь положение единицы 

определяет разряд последней верной цифры. 

В примере 1.4 абсолютная погрешность равна 0,003. Ближайшее большее 

число с одной единицей и остальными нулями – 0,01. Значит, последняя верная 

цифра находится в разряде сотых долей, что и было получено. 

Цифра в записи приближенного числа называется верной в строгом 

смысле, если абсолютная погрешность не превосходит половины единицы 
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разряда, в котором расположена эта цифра. Остальные цифры называют 

сомнительными. 

В числе из примера 1.4 последняя верная в широком смысле цифра 

расположена в разряде сотых долей. Половина единицы этого разряда равна 

0,005. Абсолютная погрешность 0,003≤0,005. То есть эта цифра верна также и в 

строгом смысле. Если изменить условие задачи и рассмотреть приближенное 

значение 47,3825 ± 0,007, то в разряде сотых цифра верна в широком смысле, 

но она неверна в строгом смысле, так как абсолютная погрешность 0,007 > 

0,005. 

Таким образом, количество верных в строгом смысле цифр в записи 

приближенного числа совпадает или на 1 меньше числа цифр, верных в 

широком смысле. 

Приближенные числа записывают либо с указанием границы абсолютной 

погрешности, либо только верными цифрами. В последнем случае должно быть 

указано, верны ли цифры в строгом или широком смысле. 

Например, приближение с указанием погрешности 47,3825 ± 0,007 может 

быть записано как 47,38 со всеми верными в широком смысле цифрами или 

47,4 с верными цифрами в строгом смысле. 

Естественно, что, отбрасывая в записи приближенного числа 

сомнительные цифры, необходимо соблюдать правила округления: 

 если первая из отбрасываемых цифр меньше 5, то последняя 

остающаяся цифра сохраняется; 

 если первая из отбрасываемых цифр больше 5 или равна 5 и за ней 

следуют еще цифры, последняя остающаяся цифра увеличивается на 1; 

 если отбрасывается только одна цифра 5, то последняя остающаяся 

четная цифра сохраняется, а нечетная увеличивается на 1. 

В качестве примера приведем таблицу 1.3, в первом столбце которой 

заданы приближенные значения с указанием границы абсолютной 

погрешности, а во втором и третьем столбцах эти числа записаны верными 

цифрами соответственно в широком и строгом смысле. 

Таблица 1.3 

С указанием 

погрешности 

Запись верными цифрами 

в широком смысле в строгом смысле 

5,43281±0,001 5,433 5,43 

5,43281±0,002 5,43 5,43 

16,2±0,001 16,200 16,20 

16,2±0,004 16,20 16,20 

52843±4000 4105   
4105   

52843±1000 4103,5   4105   

 

При выполнении действий с приближенными числами результат также 

будет приближенным. Очевидно, что погрешность результата зависит от 

погрешностей исходных данных. Если приближенные значение заданы без 

указания погрешности, то есть, записаны всеми верными цифрами, то 
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абсолютную погрешность считают равной единице разряда последней цифры 

для широкого смысла и половине этого разряда для строгого смысла. 

1.4. Погрешности вычислений 

Пусть даны два приближенных значения 

xxa  , 

yyb  . 

Эти условные записи означают 

xxaxx  , (1.11) 

yybyy  . (1.12) 

Абсолютная погрешность не зависит от знака числа, поэтому, не 

уменьшая общности, будем считать эти числа положительными. 

1.4.1. Сложение приближенных чисел 

Сложим одноименные неравенства (1.11) и (1.12) 

)()()()( yxyxbayxyx  . 

От полученного двойного неравенства перейдем к условной записи 

)()( yxyxba  , 

из которой видно, что абсолютная погрешность суммы 

yxyx  )( . (1.13) 

Таким образом, при сложении приближенных чисел их абсолютные 

погрешности складываются. 

По формуле (1.7) найдем относительную погрешность суммы 

приближенных чисел 

yx

y

yx

x

yx

yx

yx

yx
yxE





















)(
)(  

Умножим и разделим первую дробь на x , а вторую – на y  и с учетом 

(1.7) получим 

Ey
yx

y
Ex

yx

x

y

y

yx

y

x

x

yx

x
yxE 

















 )( . 

Таким образом, относительная погрешность суммы приближенных чисел 

Ey
yx

y
Ex

yx

x
yxE 





 )( . 

Для произвольных по знаку слагаемых полученная формула примет вид 

Ey
yx

y
Ex

yx

x
yxE 







||

||

||

||
)( . (1.14) 

 

1.4.2. Вычитание приближенных чисел 

Умножим все члены неравенства (1.12) на (– 1), сменив знаки неравенства 

yybyy  . 

Перепишем полученное неравенство в порядке возрастания 
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yybyy  . 

Сложим это неравенство с одноименным неравенством (1.11) 

)()()()( yxyxbayxyx  . 

От полученного двойного неравенства перейдем к условной записи 

)()( yxyxba  , 

из которой видно, что абсолютная погрешность разности приближенных чисел 

yxyx  )( . (1.15) 

Таким образом, при вычитании приближенных чисел их абсолютные 

погрешности складываются. 

Аналогично тому, как это было проделано при сложении приближенных 

чисел, получи относительную погрешность разности 

Ey
yx

y
Ex

yx

x
yxE 







||

||

||

||
)( . (1.16) 

 

1.4.3. Умножение приближенных чисел 

Перемножим неравенства с положительными членами (1.11) и (1.12) 

))(())(( yyxxabyyxx  . 

Раскроем скобки 

yxxyyxxyabyxxyyxxy  . 

Абсолютная погрешность мала в сравнении с приближенным значением. 

В противном случае бессмысленно говорить о приближении. Тогда 

произведение yx   пренебрежимо мало. Отбросим его в левой и правой 

частях полученного неравенства 

)()( xyyxxyabxyyxxy  . 

От этого двойного неравенства перейдем к условной записи 

)( yxxyxyab  , 

из которой видно 

yxxyyx  )( . 

При рассмотрении произвольных по знаку чисел получим абсолютную 

погрешность произведения двух приближенных чисел 

yxxyyx  ||||)( . (1.17) 

По формуле (1.7) найдем относительную погрешность произведения 

EyEx
y

y

x

x

yx

yx

yx

xy

yx

yxxy

yx

yx
yxE 



























||||||||

||

||||

||

||||

||||

||

)(
)( . 

Таким образом, 

EyExyxE  )( , (1.18) 

то есть при умножении приближенных чисел их относительные погрешности 

складываются. 
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1.4.4.Деление приближенных чисел 

Запишем неравенство для обратных величин из неравенства (1.12), 

исходя из того, что меньшей является дробь с большим знаменателем 

yybyy 




111
. 

Умножим полученное неравенство с положительными членами на 

одноименное неравенство (1.11) 

yy

xx

b

a

yy

xx









. 

Приведем левую и правую части к общему знаменателю 

))((

))((

))((

))((

yyyy

yyxx

b

a

yyyy

yyxx









. 

Раскроем скобки 

2222 )()( yy

yxyxxyxy

b

a

yy

yxyxxyxy









. 

Как и при рассмотрении произведения приближенных чисел отбросим 

пренебрежимо малые yx   и 2)( y  

22

)()(

y

yxxyxy

b

a

y

yxxyxy 



. 

Выполним почленное деление в левой и правой частях 

22 y

yxxy

y

x

b

a

y

yxxy

y

x 



 . 

От двойного неравенства перейдем к условной записи 

2y

yxxy

y

x

b

a 
 , 

из которой видно, что абсолютная погрешность частного 

2y

yxxy

y

x 









 . 

Для произвольных по знаку приближенных чисел полученное 

соотношение примет вид 

2

||||

y

yxxy

y

x 









 . (1.19) 

Найдем относительную погрешность частного 

||

||

||||
2

y

x

y

yxxy

y

x

y

x

y

x
E






















. 

Выполним в правой части деление дробей 
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



















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||||
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||

||||
2

. 

Таким образом, 

EyEx
y

x
E 








, (1.20) 

то есть при делении приближенных чисел их относительные погрешности 

складываются. 

 

Сведем полученные результаты в таблицу 1.4: 

Таблица 1.4 

Операция Абсолютная погрешность Относительная погрешность 

yx   yx   Ey
yx

y
Ex

yx

x





 ||

||

||

||
 

yx   yx   Ey
yx

y
Ex

yx

x





 ||

||

||

||
 

yx   yxxy  ||||  EyEx   

y

x
 

2

||||

y

yxxy 
 EyEx   

 

1.4.5. Функция приближенного аргумента 

 

Пусть дано приближенное значение 

xxa  . 

Требуется вычислить 

 

)()( xxfaf  . 

Поскольку значение аргумента приближенное с абсолютной 

погрешностью x , то и значение функции получится приближенным с 

абсолютной погрешностью )(xf , то есть 

)()()( xfxfxxf  . 

Если рассматривать абсолютную погрешность аргумента x  как 

приращение аргумента, то абсолютная погрешность вычисления функции – это 

модуль приращения функции. Как известно из курса математического анализа, 

приращение функции практически совпадает с ее дифференциалом, то есть 

равно произведению производной функции на приращение аргумента. Таким 

образом, абсолютная погрешность вычисления значения функции 

приближенного аргумента 

xxfxf  |)(|)(  (1.21) 

Относительную погрешность вычисления значения функции 

приближенного аргумента получим с учетом (1.7): 
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|)(|

|)(|

|)(|

)(
)(

xf

xxf

xf

xf
xEf





 . 

Умножим числитель и знаменатель дроби на || x  

Ex
xf

xfx

x

x

xf

xfx

xf

xxf
xEf 













|)(|

|)(|||

|||)(|

|)(|||

|)(|

|)(|
)( . 

Таким образом, относительная погрешность вычисления функции 

приближенного аргумента 

Ex
xf

xfx
xEf 




|)(|

|)(|||
)( . (1.22) 

В таблице 1.5 приведены абсолютные и относительные погрешности 

вычисления элементарных математических функций приближенного 

аргумента. 

 

Таблица 1.5 

Функция 
)(xf  

Абсолютная погрешность )(xf  
Относительная погрешность 

)(xEf  

nx  xxn n  1||  xEn   

x  
x

x

2


 Ex

2

1
 

x

1
 

2x

x
 Ex  

xe  xe x  Exx ||  

xa  xaa x ln  Exax ln||  

xln  
x

x
 

|ln| x

Ex
 

xlg  
10ln



x

x
 

|ln| x

Ex
 

xsin  xx |cos|  Exctgxx  ||  

xcos  xx |sin|  Extgxx  ||  

tgx  
x

x
2cos


 Ex

x

x

|2sin|

||2
 

ctgx  
x

x
2sin


 Ex

x

x

|2sin|

||2
 

xarcsin  
21 x

x




 Ex

xx

x


 21|arcsin|

||
 

xarccos  
21 x

x




 Ex

xx

x


 21|arccos|

||
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Функция 
)(xf  

Абсолютная погрешность )(xf  
Относительная погрешность 

)(xEf  

arctgx  
21 x

x




 Ex

xarctgx

x


 )1(||

||
2

 

arcctgx  
21 x

x




 Ex

xarcctgx

x


 )1(||

||
2

 

yx  










 yx

x

x
yx y |ln|||  ExyEyxy  |||ln|  

 

1.5. Выполнение приближенных вычислений 

 

Наиболее часто используются вычисления по готовой формуле. Проведем 

такие вычисления с учетом абсолютной погрешности каждой выполненной 

операции. 

Абсолютная погрешность используется для определения верных цифр 

результата выполненного действия. Для этого она сравнивается с единицей или 

половиной единицы разряда, в котором расположена цифра. Поэтому не имеет 

смысла сохранять большое количество значащих цифр в записи абсолютной 

погрешности. Будем записывать ее не более чем с двумя значащими цифрами. 

При этом во избежание завышения точности результата будем округлять 

абсолютную погрешность с избытком, то есть при отбрасывании любых цифр 

последнюю оставшуюся цифру увеличим на 1. 

Определив верные цифры полученного результата операции, будем 

округлять его, оставляя в нем про запас на одну цифру больше. При округлении 

в результат операции вносится погрешность округления, которую нужно 

прибавлять к погрешности выполненного действия. 

П р и м е р  1.5. Вычислите значение выражения 

)1ln( 2

2

be

ba
A

b 


 , 

где исходные данные 963,0a , 436,2b  записаны всеми верными в строгом 

смысле цифрами. 

Р е ш е н и е . По условию задачи абсолютные погрешности исходных 

данных 0005,0 ba . Вычислим на калькуляторе 0,927369963,0 22 a . 

Абсолютная погрешность возведения в квадрат 

 0005,0963,022)( 2 aaa  = 0,000963 = 0,00097. Эта погрешность 

говорит о том, что результат возведения в квадрат содержит два верных в 

строгом смысле десятичных знака. Поэтому, округляя с одним запасным 

знаком, получим 2a 0,927 (запасной знак выделен уменьшением его размера). 

При этом в результат внесена погрешность округления 0,00037. Поэтому 

полная погрешность выполненной операции 0,00097+0,00037 = 0,00134 = 

0,0014. 
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Вычислим на калькуляторе 1,5607690436,2 b . Абсолютная 

погрешность извлечения квадратного корня 00017,0
2

)( 



b

b
b . Значит, в 

результате три верных десятичных знака, то есть b 1,5608 с одной запасной 

цифрой. Погрешность округления равна 0,000031. Поэтому полная 

погрешность равна 0,00017 + 0,000031 = 0,00021. 

Удобно результаты выполненных действий оформить в виде таблицы 1.6. 

В ней первая строка содержит обозначение действия. Во вторую строку 

записывается результат выполненного действия. Третья и четвертая строки 

предназначены  для обозначения абсолютной погрешности и ее значения. 

Все последующие вычисления выполните с помощью калькулятора 

самостоятельно, сравнивая свои результаты с результатами из таблицы 1.6. 

Таблица 1.6 

a  b  2a  b  ba 2
 

0,963 2,436 0,927 1,5608 2,488 

a  b  )( 2a  )( b  )( 2 ba   

0,0005 0,0005 0,0014 0,00021 0,0019 

     
be  

21 b  )1ln( 2b  )1ln( 2beb   A  

11,43 6,934 1,9364 22,13 0,1124 

)( be  )1( 2b  ))1(ln( 2b  ))1ln(( 2beb   )(A  

0,0085 0,0025 0,00040 0,025 0,00025 

 

Округляя результат до последней верной в строгом смысле цифры, и 

также округляя погрешность до соответствующего разряда результата, 

окончательно получим 0003,0112,0 A  или с записью только верными в 

строгом смысле цифрами 112,0A . 

 

Довольно часто приближенные вычисления выполняют для получения 

приближенной оценки результата, когда не требуется заботиться о его высокой 

достоверности. В этом случае не проводят подсчета абсолютной погрешности 

каждой операции, а пользуются правилами подсчета верных цифр, 

основанными на формулах оценки погрешностей арифметических операций и 

вычисления функций: 

1. При сложении и вычитании приближенных чисел достаточно 

определить разряды последних верных цифр в записи всех исходных данных. 

Старший из этих разрядов указывает разряд последней верной цифры 

результата. 

Следует избегать вычитания близких по величине чисел. При сложении и 

вычитании нескольких чисел желательно выполнять действия в порядке 

возрастания абсолютных величин слагаемых. 
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2. При умножении и делении приближенных чисел нужно выбрать в 

исходных данных число с наименьшим количеством значащих цифр. 

Остальные числа округляют так, чтобы в них было только на одну значащую 

цифру больше. В результате следует считать верными столько значащих цифр, 

сколько их в числе с наименьшим количеством значащих цифр. 

Желательно избегать деления на малые числа. 

3. При определении количества верных цифр в значениях элементарных 

функций нужно оценить значение модуля производной этой функции. Если он 

не превосходит 1 или близок к ней, то значение функции имеет столько же 

верных десятичных знаков, сколько их в ее аргументе. Если же модуль 

производной превосходит 1, нужно найти такое наименьшее число k , чтобы 
kxf 10|)(|  . Количество верных десятичных цифр в значении функции на k

меньше, чем в аргументе. 

4. В записи результатов вычислений нужно оставлять на одну цифру 

больше, чем указано в правилах 1 – 3. В окончательном результате запасная 

цифра округляется. 

 

П р и м е р  1.6. Выполните вычисление выражения из примера 1.5 методом 

подсчета числа верных цифр. 

Р е ш е н и е . Оформим решение в виде таблицы 1.7 из двух строк. В 

первой строке указываем действие, во второй – его результат. Запасную цифру 

выделяем уменьшением ее размера. 

Вычислим на калькуляторе 0,9273692 a . Модуль производной этой 

функции равен 
110926,12 a , поэтому в результате верных цифр на одну 

меньше, чем в исходном числе. Округляя до одной запасной цифры, внесем в 

таблицу результат 0,927. 

 

a  b  2a  b  ba 2
 

0,963 2,436 0,927 1,5608 2,488 

     
be  

21 b  )1ln( 2b  )1ln( 2beb   A  

11,43 6,934 1,936 22,13 0,1124 

 

Вычислим на калькуляторе 1,5607690b . Модуль производной этой 

функции 10,3203548
2

1


b
. Значит, результат содержит столько же верных 

десятичных знаков, как и исходное число. Заносим в таблицу результат с одной 

запасной цифрой 1,5608. 

Вычисляем сумму двух полученных ранее результатов, предварительно 

округлив второе более точное слагаемое до числа десятичных знаков в первом 

менее точном слагаемом 0,927 + 1,561 = 2,488. Последняя цифра результата 

сомнительна и сохраняется как запасная. 
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Вычислим на калькуляторе 11,427240be . Модуль производной этой 

функции совпадает с ней самой, он меньше 
210 , то есть значение функции 

содержит на два верных десятичных знака меньше, чем в ее аргументе. В 

таблицу вносим с одним запасным знаком 11,43. 

Вычислим на калькуляторе 6,9340961 2  b . 1 – точное число, поэтому 

результат имеет ту же точность, что и 
2b . А она, по величине модуля 

производной, на один разряд меньше, чем у числа b . То есть результат равен 

6,934. 

Вычислим 1,9364368)1ln( 2  b . Несложно убедиться, что модуль 

производной этой функции меньше 1, поэтому ее значение имеет столько же 

верных десятичных знаков, как и аргумент. Вписываем в таблицу значение 

1,936. 

Перемножаем два множителя 
be  и )1ln( 2b . Они оба имеют по три 

верных значащих цифры. Поэтому и произведение содержит три верных 

значащих цифры 322,122,12848)1ln( 2  beb . 

И, наконец, вычисляем значение искомого выражения, разделив ba 2
 

на )1ln( 2beb  . Делимое и делитель имеют по три верных значащих цифры. 

Столько же их содержит и результат 40,1120,1124265A . 

Округляя до верных цифр, получаем 112,0A . 

 

Сравнивая процесс вычисления рассмотренного выражения с учетом 

погрешности и методом подсчета верных цифр, можно увидеть хорошее их 

согласование. Только в одном месте расчетов (при вычислении )1ln( 2b ) 

результаты незначительно разошлись, что не повлияло на окончательный 

результат. 
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2. Численные методы 

2.1. Приближенные решения алгебраических 
и трансцендентных уравнений 

Решение уравнений – одна из древнейших математических проблем. 

Очень многие практические задачи приводят к необходимости решения 

уравнения. Для ограниченного круга уравнений разработаны аналитические 

методы решения. Из алгебраических уравнений – это линейные и квадратные 

уравнения. Существует аналитический метод решения кубических уравнений, 

который выходит за рамки школьной программы. Доказано, что алгебраические 

уравнения общего вида четвертой степени и выше не могут быть решены 

аналитическими методами. 

Для некоторых трансцендентных уравнений также существуют 

аналитические методы решения. К ним относятся тригонометрические, 

показательные, логарифмические и некоторые другие уравнения специального 

вида. 

Все остальные уравнения решаются численными методами, то есть их 

корни ищут приближенно с необходимой точностью. Следует отметить, что и 

аналитические методы часто не дают точного решения. Это связано с тем, что 

аналитическое решение обычно записывается выражением, содержащим 

иррациональные числа. 

Любой численный метод решения уравнений позволяет найти корень с 

заданной точностью, если известен промежуток, на котором он находится, и 

других корней в этом промежутке нет. Поэтому и следует приступать к 

решению уравнений с поиска таких промежутков. 

 

2.1.1. Отделение корней уравнения 

 

Пусть дано уравнение 

0)( xF  (2.1.1) 

Требуется найти его корни на промежутке );( ba . 

Как было сказано выше, сначала нужно найти промежутки внутри отрезка 

);( ba , каждый из которых содержит ровно один корень уравнения (2.1.1). Это 

можно сделать, например, построив график функции )(xFy   на промежутке 

);( ba . Абсциссы точек пересечения графика с осью Ox  являются корнями 

уравнения. Правда, построение графика функции обычно начинается с 

определения ее нулей, то есть с решения уравнения (2.1.1). Получился 

замкнутый круг, разорвать который могут помочь прикладные математические 

программы Microsoft Excel, MATHCAD, MATLAB и другие. 

П р и м е р  2.1.1. Отделить корни уравнения 

0sin2  arctgxx  (2.1.2) 

на промежутке (0; 10). 
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Р е ш е н и е . График функции arctgxxy  sin2  на промежутке (0; 10), 

построенный в среде MATHCAD, показан на рис 2.1.1. На графике видно, что в 

заданном промежутке уравнение (2.1.2) имеет три корня, расположенные на 

отрезках (2; 3), (6,5; 7,5) и (8; 9). 

Рис. 2.1.1. Иллюстрация отделения корней уравнения 

 

При отделении корней уравнения полезно иметь в виду следующие 

очевидные положения: 

1. Если непрерывная функция )(xFy   принимает на концах промежутка 

);( ba  разные знаки, то на этом промежутке уравнение 0)( xF  имеет, по 

меньшей мере, один корень. 

2. Если непрерывная функция )(xFy   принимает на концах промежутка 

);( ba  разные знаки и она на этом промежутке монотонна, то на этом 

промежутке уравнение 0)( xF  имеет ровно один корень. 

Задача графического отделения корней уравнения может быть облегчена, 

если уравнение (2.1.1) преобразовать к виду 

)()( xgxf  . (2.1.3) 

В этом случае корнями уравнения служат абсциссы точек пересечения 

графиков функций )(xfy   и )(xgy  . 

П р и м е р  2.1.2. Отделить корни уравнения (2.1.2), преобразованного к 

виду (2.1.3): 
arctgxx sin2  

на том же промежутке (0; 10). 

Р е ш е н и е . Графики функций xy sin2  и arctgxy   хорошо известны, их 

легко построить вручную. Эти графики показаны на рис. 2.1.2.  

 
Рис. 2.1.2. Иллюстрация отделения корней уравнения 

 



24 
 

Естественно, что на графике вновь получены три корня из тех же самых 

промежутков, что и в примере 2.1.1. 

 

Легко видеть, что рассмотренное в примерах 2.1.1 и 2.1.2 уравнение 

имеет корень 0x . Так как областью значений функции arctgxy   служит 

промежуток 









2
;

2


, а область значений функции xy sin2  равна [–2; 2] и 

она периодична, то это уравнение имеет бесконечное множество корней. В силу 

нечетности обеих функций корни уравнения симметричны относительно начала 

координат, то есть для любого положительного значения корня существует 

равный ему по величине отрицательный корень. 

 

Полученные в примерах 2.1.1 и 2.1.2 промежутки можно сократить, 

вычислив значения функции arctgxxy  sin2  во внутренних точках этих 

промежутков. Так, вычислив )5,2(y 0,006654339 и )6,2(y – 0,172619749, 

получим, что первый из полученных на графиках корней находится в 

промежутке (2,5; 2,6). Аналогично можно убедиться, что два других корня 

расположены в промежутках (7; 7,1) и (8,6; 8,7). 

 

Отделить корни уравнения 0)( xF  на промежутке );( ba  можно и без 

построения графика. Для этого можно вычислять значения функции )(xF  для 

значений аргумента от ax   до bx   с достаточно малым шагом h. Как только 

будут найдены два соседних значения 1x  и 2x , в которых значения функции 

)( 1xF  и )( 2xF  имеют разные знаки, то можно считать, что единственный 

корень уравнения находится в промежутке );( 21 xx . Естественно, шаг h 

изменения аргумента должен быть выбран достаточно малым, чтобы можно 

было считать, что на промежутке );( 21 xx длиной h функция монотонна (рис. 

2.1.3). 

 
Рис. 2.1.3. Иллюстрация отделения корней уравнения 
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Блок-схема алгоритма такого отделения корней изображена на рис. 2.1.4. 

Исполнение на компьютере программы, составленной по этой блок-схеме, для 

уравнения и промежутка из примера 2.1.1 с шагом 1,0h , естественно, дает те 

же самые отрезки (2,5; 2,6), (7; 7,1) и (8,6; 8,7), каждый из которых содержит 

ровно один корень уравнения. 

 

 
Рис. 2.1.4. Блок-схема алгоритма отделения корней уравнения 

F(x)=0 

 

2.1.2. Метод половинного деления 

 

Пусть уравнение (2.1.1) 
0)( xF  

имеет единственный корень на промежутке );( ba  и на концах этого промежутка 

функция )(xFy   имеет разные знаки (рис. 2.1.5). Требуется уточнить значение 
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неизвестного корня x с точностью . То есть требуется найти такое значение, 

которое отличалось бы от действительного значения корня x не более чем на . 

Разделим промежуток );( ba  пополам точкой 
2

ba
c


 . Сравним знаки 

функции )(xFy   в точках a и c. На рисунке эти знаки различны, значит, 

неизвестный корень x расположен в левой половине отрезка );( ba , то есть на 

промежутке );( ca . 

 
Рис. 2.1.5. Уточнение корня уравнения F(x)=0  

методом половинного деления 

 

С полученной половиной промежутка поступим аналогично. Разделим 

его пополам точкой 
2

ca
d


 . Сравним знаки функции )(xFy   в точках a и d. 

Теперь на рисунке эти знаки совпадают. Значит, неизвестный корень x 

расположен в правой половине отрезка );( ca , то есть на промежутке );( cd . 

Так будем продолжать до тех пор, пока длина полученного промежутка 

не станет меньше или равна удвоенной точности 2. За приближенное значение 

искомого корня примем середину последнего промежутка. Так как неизвестный 

корень лежит внутри этого промежутка, то он удален от середины промежутка 

не более чем на , то есть требуемая точность достигнута. 

 

П р и м е р  2.1.3. Найдите корень уравнения (2.1.2) 
0sin2  arctgxx  

из промежутка (2,5; 2,6) с точностью  = 0,001. 

 

Р е ш е н и е . Реализацию метода половинного деления удобно оформить 

в виде таблицы 2.1.1 (ее форма может быть и иной). Первые два столбца 

таблицы содержат концы текущего промежутка, содержащего корень. В 

третьем столбце проверяется, достигнута ли заданная точность (условие 

перестало выполняться). В четвертом столбце определяется середина текущего 

промежутка. В пятом и шестом столбцах записываются значения функции 

  arctgxxxF  sin2  в начале и середине промежутка. Седьмой столбец 

определяет половину промежутка, в которой находится корень: условие 

выполняется – корень в левой половине промежутка, иначе – в правой 

половине. 
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Поскольку корень ищется с точностью до трех десятичных знаков, 

вычисления ведем с четырьмя знаками после запятой. 

 

Таблица 2.1.1 

a  b  2 ab  
2

ba
c


  )(aF  )(cF  0)()(  cFaF  

2,5 2,6 Да 2,55 0,0067 – 0,0817 Да 

2,5 2,55 Да 2,525 0,0067 – 0,0372 Да 

2,5 2,525 Да 2,5125 0,0067 – 0,0152 Да 

2,5 2,5125 Да 2,5062 0,0067 – 0,0042 Да 

2,5 2,5062 Да 2,5031 0,0067 0,0013 Нет 

2,5031 2,5062 Да 2,5046 0,0013 – 0,0014 Да 

2,5031 2,5046 Да 2,5038 0,0013 0,00003 Нет 

2,5038 2,5046 Нет 2,5042    

 

Середина последнего промежутка и есть искомый корень с точностью до 

третьего знака после запятой:  x = 2,504. 

 

Блок-схема алгоритма метода половинного деления показана на рис. 

2.1.6. 

 

Рис. 2.1.6. Блок-схема алгоритма уточнений корня уравнения F(x)=0 

методом половинного деления 
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Реализация этого алгоритма на компьютере для уравнения (2.1.2) с 

корнями, изображенными на рис. 2.1.1 и 2.1.2, с точностью до трех десятичных 

знаков дает результаты 2,504, 7,080 и 8,610. 

2.1.3. Метод простых итераций 

 

Пусть уравнение (2.1.1) 

0)( xF  

имеет единственный корень на промежутке );( ba . Требуется уточнить значение 

неизвестного корня x с точностью .  

Выразим каким-либо способом из этого уравнения неизвестную x, то 

есть, преобразуем его к виду 

)(xfx  . (2.1.4) 

Выберем в качестве начального приближенного значения корня 

произвольное число 0x  из промежутка );( ba . Подставив это значение в правую 

часть выражения (2.1.4), получим новое приближенное значение неизвестной 

)( 01 xfx  . 

Теперь подставим полученное первое приближение в правую часть 

равенства (2.1.4) и получим второе приближение 

)( 12 xfx  . 

Продолжая аналогично, будем получать приближения с произвольным 

номером i  

...,3,2,1),( 1   ixfx ii  (2.1.5) 

Таким образом, получим последовательность приближенных значений 

неизвестной 

...,.,..,,, 210 ixxxx  (2.1.6) 

Предположим, что последовательность (2.1.6) имеет предел 

xxi
i




lim . 

Перейдем к пределу при i  в равенстве (2.1.5) 

)(limlim 1


 i
i

i
i

xfx , 

или 

)lim(lim 1


 i
i

i
i

xfx , 

то есть 

)(xfx  . 

Таким образом, искомый корень уравнения – это предел 

последовательности (2.1.6), если этот предел существует. 

Не вдаваясь в строгую теорию пределов, можно видеть, что 

последовательность (2.1.6) имеет предел, если каждая пара последующих 

значений в ней отличается меньше, чем предыдущая пара. То есть, для любых 

трех соседних членов последовательности 11 ,,  iii xxx  выполняется неравенство 
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|||| 11   iiii xxxx . 

Разделим обе части записанного неравенства на его правую часть 

1
1

1 








ii

ii

xx

xx
. 

Заменим переменные в числителе в соответствии с (2.1.5) 

1
)()(

1

1 








ii

ii

xx

xfxf
. 

Перейдем в полученном неравенстве к пределу при i  

1
)()(

lim
1

1 









ii

ii

i xx

xfxf
. (2.1.7) 

Выражение под знаком модуля – это производная функции )(xf . В 

качестве начального приближения мы брали произвольную точку промежутка 

);( ba . Значит, последовательность (2.1.6) может содержать может содержать 

любые числа из этого промежутка. Поэтому неравенство (2.1.7) означает, что 

последовательность (2.1.6) имеет предел, то есть, уравнение (2.1.4) приводит к 

решению методом простых итераций, если модуль производной функции )(xf  

меньше 1 во всех точках этого промежутка 

),(,1|)(| baxxf  . (2.1.8) 

Таким образом, алгоритм метода простых итераций состоит в 

следующем: 

1. Преобразовать исходное уравнение вида 0)( xF  к виду )(xfx  . 

2. Проверить сходимость метода, то есть выполнение условия (2.1.8). 

3. Построить последовательность итераций (2.1.6), начиная с 

произвольного значения ),(0 bax  . 

4. Завершить построение последовательности итераций, когда два 

соседних значения станут отличаться меньше, чем заданная точность 

 . В качестве приближенного значения корня взять последнюю 

итерацию, округлив ее в соответствии с полученной точностью.

 

 

П р и м е р  2.1.3. Найдите корень уравнения (2.1.2) 
0sin2  arctgxx  

из промежутка (2,5; 2,6) с точностью  = 0,001 методом простых итераций. 

Р е ш е н и е . Исходное уравнение можно преобразовать к виду (2.1.4) 

разными способами: 

                                           

 Мы не будем рассматривать строгие оценки точности получаемых решений. Это 

достаточно сложная теоретическая задача. Будем использовать оценки, полученные в 

результате практического опыта. 
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.константа  подходящая  C где ),sin2()

;,)
2

1
arcsin()1()

);sin2()







arctgxxCxxc

Znnarctgxxb

xtgxa

n   

Рассмотрим вариант b). В нем 

Znnarctgxxf n  ,)
2

1
arcsin()1()(  . 

Тогда 

22 )(
4

1
1)1(2

)1(
)(

arctgxx

xf
n




 . 

Так как 
2

||


arctgx , то значение квадратного корня не может быть 

меньше 6,0
16

1
2




. При отделении корней рассматриваемого уравнения 

(примеры 2.1.1 и 2.1.2) мы видели, что оно имеет бесконечное множество 

корней. За исключением очевидного нулевого корня, все остальные корни 

лежат вне промежутка [–2; 2]. То есть для всех корней 2|| x . Поэтому 

знаменатель дроби в записи производной больше 6 и, значит, 1
6

1
|)(|  xf . 

Таким образом, последовательность итераций сходится, то есть в качестве 

функции )(xf  выбираем выражение b). 

Чтобы значение корня оказалось в заданном промежутке, нужно в нем 

положить 1n . То есть 

)
2

1
arcsin()( arctgxxf  . 

В качестве начального значения корня выберем правый конец 

промежутка 6,20 x . 

Процесс построения последовательности итераций оформим в виде 

таблицы (2.1.2) из двух строк. В первой строке будем записывать значение 

очередной итерации. Во второй строке будем следить за достижением 

точности, то есть будем записывать в нее модуль разности текущей и 

предыдущей итераций. Так как требуется точность до третьего десятичного 

знака, вычисления ведем с четырьмя знаками. 

Таблица 2.1.2 

x 2,6 2,4958 2,5045 2,5038 

Точность  0,1042 0,0087 0,0007 

 

Требуемая точность достигнута уже при третьей итерации. Таким 

образом, округляя до трех десятичных знаков, получаем 504,2x . 
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Блок-схема алгоритма уточнения корня методом простых итераций 

показана на рис. 2.1.7. 

При выполнении описанного алгоритма преобразование уравнения 

0)( xF  к виду )(xfx   и проверку сходимости метода приходится выполнять 

вручную, что может оказаться непростой задачей. Чтобы этого избежать, 

можно поступить следующим образом. 

 
Рис. 2.1.7. Блок-схема алгоритма уточнений корня уравнения 

методом простых итераций 

 

Уравнение 0)( xF  заменим равносильным ему уравнением 

)(xFCxx  , 

где C – подходящая отличная от 0 константа, то есть 

)()( xFCxxf  . 

Пусть 0)(  xF . Выберем 
M

C
1

 , где |)(| xFM   для всех ),( bax , то 

есть 

)(
1

)( xF
M

xxf  . 

Очевидно, что в этом случае 1|)(|  xf , и итерационная 

последовательность (2.1.6) сходится. 

 

 

Если же 0)(  xF , то 
M

C
1

  и 
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)(
1

)( xF
M

xxf   

с тем же результатом. 

Таким образом, итерационная формула (2.1.5) в этом случае имеет вид: 

M

xF
xFxx i

ii

)(
))(sgn( 1

1


  . (2.1.8) 

Знак производной ))(sgn( xF   на промежутке ),( ba  определить просто 

даже вручную. Для этого достаточно сравнить значения функции )(xF  на 

концах промежутка. Если )()( bFaF  , производная положительна, в 

противном случае – отрицательна. 

Поиск верхней границы модуля производной на промежутке  также 

может оказаться затруднительным. Поэтому разобьем промежуток ),( ba  на 100 

равных частей. Длина одной части 
100

ab
h


  окажется достаточно малой. Тогда 

производную в каждой точке деления можно будет заменить отношением 

приращения функции к шагу h. Найдем максимальное значение модуля этого 

отношения, и, увеличив его на 1, примем полученное значение за значение M. 

За начальное значение корня примем середину промежутка ),( ba . 

Блок-схема этого алгоритма показана на рис. 2.1.8. 

2.1.4. Метод хорд 

 

Пусть уравнение (2.1.1) 

0)( xF  

имеет единственный корень на промежутке );( ba , функция )(xFy   имеет 

разные знаки на концах этого промежутка, и ее вторая производная на этом 

промежутке не меняет знака, то есть, на графике в промежутке );( ba  нет точек 

перегиба (рис. 2.1.9). Требуется найти корень уравнения с точностью  . 

 

Выберем в качестве начального приближения корня левый конец 

промежутка ax 0 . 

Проведем хорду, соединяющую концы графика функции. Из курса 

аналитической геометрии известно уравнение прямой, проходящей чрез две 

точки с координатами );( 11 yx  и );( 22 yx  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









. (2.1.10) 

 

Координаты концов нашей хорды ))(;( aFa  и ))(;( bFb . Подставив их в 

уравнение (2.1.10), получим уравнение хорды 

)()(

)(

aFbF

aFy

ab

ax









. (2.1.11) 
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Рис. 2.1.8. Блок-схема алгоритма метода простых итераций 
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Рис. 2.1.9. Иллюстрация метода хорд уравнения F(x)=0 

 

В качестве нового приближения корня 1x  выберем точку пересечения 

хорды с осью абсцисс. Ее координаты )0;( 1x . Эта точка лежит на хорде, то есть 

обращает уравнение хорды в верное равенство. Подставим их в уравнение 

(2.1.11) 

)()(

)(1

aFbF

aF

ab

ax









. 

 

Умножим обе части полученного равенства на )( ab   

)()(

)()(
1

aFbF

aFab
ax




 . 

Перенесем a  вправо 

)()(

)()(
1

aFbF

aFab
ax




 . 

Приведем правую часть к общему знаменателю и раскроем скобки 












)()(

)()()()(

)()(

)()())()((
1

aFbF

aaFabFaaFbaF

aFbF

aFabaFbFa
x  

)()(

)()(

aFbF

abFbaF




 . 

 

То есть 

)()(

)()(
1

aFbF

abFbaF
x




 . 

Левый конец промежутка a  мы выбрали за начальное приближение 0x . 

Поэтому полученное выражение можно переписать в виде 

)()(

)()(

0

00
1

xFbF

xbFbFx
x




 . 

Теперь с отрезком );( 1 bx  поступим так же, как с промежутком 

);();( 0 bxba  : проведем хорду, соединяющую концы графика, и найдем точку 

ее пересечения с осью абсцисс 
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)()(

)()(

1

11
2

xFbF

xbFbFx
x




 . 

Продолжая аналогично, получим последовательность 

...,,..,.,, 210 ixxxx , (2.1.12) 

члены которой вычисляются по формуле 

...,2,1,
)()(

)()(

1

11 







 i
xFbF

xbFbFx
x

i

ii
i  (2.1.13) 

По чертежу видно, что последовательность (2.1.12) сходится к значению 

корня x  – точке пересечения графика с осью Ox . 

Будем считать, что требуемая точность   достигнута, когда разность двух 

очередных значений по модулю станет меньше или равна  . Последнее 

значение и будем считать приближенным значением корня x . 

Рассмотрим все возможные способы поведения графика нелинейной 

функции )(xFy   в окрестности корня (рис. 2.1.10). В случаях а) и б) в 

качестве начального приближения нужно выбрать левый конец промежутка. На 

графике а) значение функции в левом конце промежутка отрицательно, а сам 

график вогнут, то есть вторая производная на этом промежутке положительна. 

На графике б) значение функции в левом конце промежутка положительно, а 

сам график выпуклый, то есть вторая производная на этом промежутке 

отрицательна. 

 

 
Рис. 2.1.10. Четыре возможных способа поведения графика  

нелинейной функции в окрестности корня 

 

В случаях в) и г) в качестве начального приближения нужно выбрать 

правый конец промежутка. На графике в) значение функции в правом конце 

промежутка отрицательно, а сам график вогнут, то есть вторая производная на 

этом промежутке положительна. На графике г) значение функции в правом 
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конце промежутка положительно, а сам график выпуклый, то есть вторая 

производная на этом промежутке отрицательна. 

Таким образом, в качестве начального приближения корня нужно 

выбирать тот конец промежутка );( ba , знак функции в котором отличается от 

знака второй производной на этом промежутке. Когда начальным 

приближением выбран правый конец промежутка, формула (2.1.13) примет вид 

...,2,1,
)()(

)()(

1

11 







 i
xFaF

xaFaFx
x

i

ii
i  (2.1.14) 

Если после выбора одного из концов промежутка за начальное 

приближение корня второй его конец обозначить буквой c , то формулы (2.1.13) 

и (2.1.14) можно объединить в одну 

...,2,1,
)()(

)()(

1

11 







 i
xFcF

xcFcFx
x

i

ii
i  (2.1.15) 

Сформулируем теперь алгоритм уточнения корня уравнения методом 

хорд: 

1. Определить знаки функции )(xF  и второй ее производной в левом 

конце промежутка. 

2. Если знаки различны, этот конец принять за начальное приближение 

корня ax 0 , иначе bx 0 . Второй конец промежутка обозначить c . 

3. Вычислять последовательно по формуле (2.1.15) значения ix  до тех 

пор, пока не будет выполнено условие   || 1ii xx . Последнее из 

полученных значений считать приближенным значением корня. 

 

П р и м е р  2.1.4. Найдите корень уравнения (2.1.2) 
0sin2  arctgxx  

из промежутка (2,5; 2,6) с точностью  = 0,0001 методом хорд. 

Р е ш е н и е . arctgxxxF  sin2)( . Тогда 
21

1
cos2)(

x
xxF


  и 

22 )1(

2
sin2)(

x

x
xxF


 . Вычислим 0,00665)5,2( F  и 2988,2)(  xF . 

Значения функции и второй ее производной в левом конце промежутка имеют 

разные знаки, поэтому 5,20 x  и 6,2c . 

Дальнейшие вычисления оформим в виде таблицы 2.1.3. Поскольку 

требуется точность в четыре десятичных знака, вычисления ведем с пятью 

знаками после запятой. 

Таблица 2.1.3 

i  1ix  
)()(

)()(

1

11










i

ii
i

xFcF

xcFcFx
x  || 1 ii xx  

1 2,5 2,50371 0,00371 

2 2,50371 2,50381 0,0001 
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Рис. 2.1.11. Блок-схема алгоритма уточнения корня уравнения  

F(x)=0 методом хорд 

 

Разность двух последних значений по модулю стала равна требуемой 

точности 0001,0 , поэтому, округляя до десятитысячных долей, 

5038,250381,2 x . 

Для облегчения ручных вычислений таблицу 2.1.3 можно дополнить, 

введя в нее, например, столбцы для вычисления )( 1ixF , числителя и 

знаменателя дроби формулы (2.1.15). 
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При реализации алгоритма на компьютере можно избежать ручного 

вычисления второй производной. Если выбрать приращение аргумента 

положительным, например, 
100

ab
h


 , то знак второй производной будет 

совпадать со знаком приращения функции второго порядка. Приращения 

функции первого порядка )()()( aFhaFaF   и 

)()2()( haFhaFhaF  . Тогда приращение функции второго порядка  

 )2(()()()(2 haFaFhaFaF  

)()(2)2())()((())( aFhaFhaFaFhaFhaF  . 

Блок-схема алгоритма уточнения корня методом хорд приведена на рис. 

2.1.11. 

 

2.1.5. Метод касательных 

Пусть уравнение (2.1.1) 
0)( xF  

имеет единственный корень на промежутке );( ba , функция )(xFy   имеет 

разные знаки на концах этого промежутка, и ее вторая производная на этом 

промежутке не меняет знака, то есть, на графике в промежутке );( ba  нет точек 

перегиба (рис. 2.1.12). Требуется найти корень уравнения с точностью  . 

 

 
Рис. 2.1.12. Иллюстрация метода касательных  

решения уравнения F(x)=0 

 

Выберем начальное приближение корня ax 0 . В точке графика с этой 

абсциссой проведем к нему касательную. Из курса математического анализа 

известно, что уравнение касательной к графику функции )(xFy   в его точке с 

координатами );( 00 yx  имеет вид 

)()( 000 xxxFyy  . (2.1.16) 

В нашем случае точка касания имеет координаты ))(;())(;( 00 xFxaFa  . 

Подставим эти координаты в уравнение (2.1.16). 

)()()( 000 xxxFxFy  . 
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В качестве нового приближенного значения корня выберем абсциссу точки 

пересечения касательной с осью Ox . Чтобы ее найти, подставим ее координаты 

)0;( 1x  в полученное уравнение касательной 

)()()( 0100 xxxFxF  . 

Отсюда 

)(

)(

0

0
01

xF

xF
xx


  

и 

)(

)(

0

0
01

xF

xF
xx


 . 

 

Проведем теперь касательную к графику нашей функции в ее точке с 

абсциссой 1x . Абсциссу 2x  точки ее пересечения с осью Ox  примем за новое 

приближение корня. Легко видеть, что 

)(

)(

1

1
12

xF

xF
xx


 . 

 

Продолжая аналогично, получим последовательность приближений 

...,,..,.,, 210 ixxxx  

сходящуюся к искомому корню. Каждый последующий член этой 

последовательности вычисляется по формуле 

...,2,1,
)(

)(

1

1
1 







 i

xF

xF
xx

i

i
ii  (2.1.17) 

Вычисления приближений заканчивается, когда два последних значения 

станут отличаться не более чем на величину заданной точности  . Последнее 

из них принимается за искомое значение корня. 

Возвращаясь к рис. 2.1.10, можно увидеть, что в качестве начального 

приближения корня 0x  в методе касательных нужно выбирать тот конец 

промежутка );( ba , на котором знак функции совпадает со знаком ее второй 

производной. 

 

Сформулируем алгоритм метода касательных. 

1. Найти первую )(xF   и вторую )(xF   производные функции. 

2. Вычислить значения функции и второй ее производной в левом конце 

промежутка )(aF  и )(aF  . 

3. Если знаки )(aF  и )(aF   совпадают, выбрать начальное приближение 

ax 0 , иначе выбрать bx 0 . 

4. Вычислять последовательно приближенные значения корня по 

формуле (2.1.17) до тех пор, пока два последних вычисленных 

значения станут отличаться не более чем на заданную точность  . 

Последнее значение принять за искомое значение корня. 
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П р и м е р  2.1.5. Найдите корень уравнения (2.1.2) 

0sin2  arctgxx  

из промежутка (2,5; 2,6) с точностью  = 0,0001 методом касательных. 

 

Р е ш е н и е . arctgxxxF  sin2)( . Тогда 
21

1
cos2)(

x
xxF


  и 

22 )1(

2
sin2)(

x

x
xxF


 . Вычислим 0,00665)5,2( F  и 2988,2)(  xF . 

Значения функции и второй ее производной в левом конце промежутка имеют 

разные знаки, поэтому 6,20 x . 

Дальнейшие вычисления оформим в виде таблицы 2.1.4. Поскольку 

требуется точность в четыре десятичных знака, вычисления ведем с пятью 

знаками после запятой. 

 

Таблица 2.1.4 

i  1ix  
)(

)(

1

1
1









i

i
ii

xF

xF
xx  || 1 ii xx  

1 2,6 2,50632 0,00368 

2 2,50632 2,50382 0,00250 

3 2,50382 2,50382 0 

 

Разность двух последних значений по модулю стала меньше требуемой 

точности 0001,0 , поэтому, округляя до десятитысячных долей, 

5038,250382,2 x . 

 

При исполнении алгоритма на компьютере придется вручную найти 

производную функции, так как ее выражение должно быть включено в 

программу вычислений. Определение начального приближения в зависимости 

от знака значения второй производной выполним в самом алгоритме так, как 

мы это сделали в алгоритме метода хорд. 

 

Блок-схема алгоритма уточнения корня уравнения методом касательных 

показана на рис. 2.1.13. 
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Рис. 2.1.13. Блок-схема алгоритма уточнения корня уравнения F(x)=0 

методом касательных 

 

2.1.6. Комбинированный метод хорд и касательных 

Рассматривая одну и ту же задачу уточнения корня уравнения (2.1.1) 
0)( xF  

на промежутке );( ba  с точностью   методом хорд и методом касательных, мы 

в качестве начального приближения корня каждый раз выбираем 

противоположные концы промежутка. И, как следствие, приближаемся к 

действительному значению корня с противоположных сторон. Применяя 
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одновременно оба эти метода, будем получать каждый раз такую пару 

уточненных приближений, что действительное значение корня находится 

между этими двумя значениями. 

Алгоритм такого метода имеет следующий вид: 

1. Найти первую )(xF   и вторую )(xF   производные. 

2. Вычислить значения функции )(aF  и второй ее производной )(aF   в 

левом конце промежутка. 

3. Если знаки )(aF  и )(aF   различны, выбрать bcbxax   и , 10 , 

иначе выбрать acaxbx   и , 10 . 

4. Вычислять пары новых приближений с четными номерами по формуле 

(2.1.15) метода трапеций и с нечетными номерами по формуле (2.1.17) 

метода касательных до тех пор, пока не будет получена пара значений, 

модуль разности которых окажется меньше или равен удвоенной 

заданной точности. 

5. Значением искомого корня уравнения считать среднее арифметическое 

двух последних приближений. 

 

П р и м е р  2.1.6. Найдите корень уравнения (2.1.2) 

0sin2  arctgxx  

из промежутка (2,5; 2,6) с точностью  = 0,0001 комбинированным методом 

хорд и касательных. 

Р е ш е н и е . arctgxxxF  sin2)( . Тогда 
21

1
cos2)(

x
xxF


  и 

22 )1(

2
sin2)(

x

x
xxF


 . Вычислим 0,00665)5,2( F  и 2988,2)(  xF . 

Значения функции и второй ее производной в левом конце промежутка имеют 

разные знаки, поэтому 6,2 и 6,2;5,2 10  cxx . 

Дальнейшие вычисления оформим в виде таблицы 2.1.4. Поскольку 

требуется точность в четыре десятичных знака, вычисления ведем с пятью 

знаками после запятой. 

i  1ix  
)()(

)()(

1

11










i

ii

i
xFcF

xcFcFx
x  

)(

)(

1

1
1









i

i
ii

xF

xF
xx  || 122  ii xx  

1 2,5 2,50371   

2 2,6  2,50632 0,0026 

3 2,5037 2,50381   

4 2,5063  2,50382 0,00001 

 

Разность двух последних значений по модулю стала меньше удвоенной 

требуемой точности 0002,02  , поэтому 503815,2
2

382.5,250381,2



x  и, 

округляя до десятитысячных долей, 5038,2503815,2 x . 

Построим блок-схему алгоритма (рис. 2.1.14). 
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Рис. 2.1.14. Блок-схема алгоритма уточнения корня уравнения F(x)=0 

комбинированным методом хорд и касательных 

 

2.2. Решение систем линейных 
алгебраических уравнений 

 

Множество практических задач приводит к необходимости решения 

систем линейных алгебраических уравнений. Число неизвестных в таких 

системах может совпадать с числом уравнений или отличаться от него. Мы 
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будем рассматривать системы, в которых числа уравнений и неизвестных 

совпадают. 

Пусть дана система n  линейных алгебраических уравнений с n  

неизвестными 























nnnnnnn

nn

nn

nn

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

...

................................

...

...

...

332211

33333232131

22323222121

11313212111

 (2.2.1) 

Существуют разные методы решения системы (2.2.1). Из алгебры 

известны точные методы: метод Крамера и метод обратной матрицы. Метод 

Крамера требует вычисления 1n  определителя порядка n . Сложность 

решения этой задачи растет пропорционально квадрату числа уравнений и при 

их числе порядка десятков требует многих часов машинного времени. Метод 

обратной матрицы требует вычисления этой обратной матрицы, что 

представляет собой не менее сложную задачу, чем решение самой системы. 

Упомянутые методы названы точными, что соответствует 

действительности при точных значениях коэффициентов и точном выполнении 

арифметических операций. При их реализации на компьютере даже при точных 

коэффициентах возникает погрешность за счет представления этих 

коэффициентов в памяти компьютера и из-за округления. 

Трудоемкость решения системы (2.2.1) существенно снижается 

применением различных вариантов метода исключения переменных (методы 

Гаусса). 

 

2.2.1. Метод Гаусса 

 

Пусть дана система уравнений (2.1.1). Исключим неизвестную 1x  из всех 

уравнений, кроме первого. Для этого сначала разделим первое уравнение на 

коэффициент при первой неизвестной 11a : 
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 (2.2.2) 

Здесь 
11

1)1(

1

11

1)1(

1    и    ,...,2,1,
a

b
bnj

a

a
a

j

j  . 
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Теперь из всех уравнений, кроме первого, исключим неизвестную 1x . Для 

этого из всех этих уравнений вычтем произведение первого уравнения на 

коэффициент при неизвестной 1x  преобразуемого уравнения: 
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Здесь njnibabbaaaa iiijiijij ,...,2,1;,...,3,2  для    , )1(

11

)1()1(

11

)1(  . 

 

Полученная система уравнений (2.2.3) равносильна системе (2.2.1) и 

содержит неизвестную 1x  только в первом уравнении. 

В системе уравнений (2.2.3) исключим неизвестную 2x  из всех 

уравнений, кроме второго, точно так, как мы это делали с неизвестной 1x . То 

есть, разделим второе уравнение системы (2.2.3) на коэффициент )1(

22a . 

Коэффициенты второго уравнения имеют вид 

)1(
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b
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и система принимает вид: 
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 (2.2.4) 

 

Теперь в системе уравнений (2.2.4) исключаем неизвестную 2x  из всех 

уравнений, кроме второго. Для этого из каждой строки вычтем произведение 

второй строки на коэффициент при неизвестной 2x  в этой строке. То есть, 

вычислим коэффициенты новой равносильной системы по формулам 

njnibabbaaaa iiijiijij ,...,2,1;,...,4,3,1  для    , )2(

2

)2(

2

)1()2()1(

2

)2(

2

)1()2(  . 

 

Получим систему уравнений 
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Продолжая аналогично последовательно исключать неизвестные, 

очередную строку с произвольным номером ni ,...,4,3   делим на коэффициент 

при неизвестной с этим номером 
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Затем из каждой строки, номер которой ik  , вычитаем произведение этой 

строки с номером i  на коэффициент при неизвестной с этим номером в 

преобразуемой строке 

.,...,2,1;,...,1,1,...,2,1k  для

  , )()()1()()1()()1()(
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 (2.2.7) 

 

В результате получаем равносильную системе (2.2.1) систему 
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Это и есть решение исходной системы уравнений. 

 

Сформулируем алгоритм метода Гаусса: 

1. Перебирать последовательно номера уравнений ni ,...,2,1 . По 

окончании перебора ( 1 ni ) перейти к пункту 4. 

2. В выбранном уравнении с номером i  поделить все члены на 

коэффициент при неизвестной с этим же номером (2.2.6). 

3. Из всех уравнений, кроме уравнения с номером i , вычесть 

произведения строки из пункта 2 на коэффициент при неизвестной с 

этим номером в преобразуемом уравнении (2.2.7). 

4. Столбец свободных членов принять за решение системы  

Блок-схема алгоритма метода Гаусса приведена на рис. 2.2.1. В ней для 

единообразия свободные члены обозначены ),...,2,1(1 niab nii   . 
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Рис. 2.2.1. Блок-схема алгоритма Гаусса для решения системы линейных 

алгебраических уравнений 

 

Реализацию алгоритма Гаусса вручную удобно оформлять в виде 

таблицы. Первый столбец таблицы отведем под нумерацию этапов алгоритма. 

Для облегчения процесса вычислений вторым сделаем столбец комментариев, в 

котором будем описывать выполняемое действие. В этом столбце будем 
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использовать обозначение строки, состоящее из символа с индексом. Символ 

указывает номер строки, а индекс – номер этапа, откуда берется строка. 

Затем следуют столбцы коэффициентов при неизвестных и столбец 

свободных членов. При ручных вычислениях велика вероятность ошибки. 

Чтобы ее уменьшить добавим два столбца контрольных сумм S  и  . В столбце 

S  на первом этапе подсчитаем сумму всех коэффициентов строки. В 

дальнейшем с числами этого столбца будем работать так же, как и со всеми 

коэффициентами строки. Начиная со второго этапа, в столбце   будем 

подсчитывать сумму всех коэффициентов строки, исключая число из столбца S
. При точных вычислениях числа столбцов S  и   должны совпадать. При 

вычислениях с помощью калькулятора и округлении эти числа должны быть 

практически одинаковыми. 

 

П р и м е р  2.2.1. Решите методом Гаусса следующую систему уравнений 
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Р е ш е н и е  приведено в таблице 2.2.1. 

 

Таблица 2.2.1 

Этап Действие 1x  2x  3x  ib  S    

0 

 5 6 – 7 24 28  

 – 6 2 2 – 4 – 6  

 5 – 6 – 6 – 1 – 8  

1 

5:10  1 1,2 – 1,4 4,8 5,6 5,6 

)6(12 10   0 9,2 – 6,4 24,8 27,6 27,6 

513 10   0 – 12 1 – 25 – 36 – 36 

2 

2,121 21   1 0 
23

13
  

23

36
 2 2 

2,9:21  0 1 
23

16
  

23

62
 3 3 

)12(23 21   0 0 
23

169
  

23

169
 0 0 

3 











23

13
31 32  1 0 0 1 2 2 











23

16
32 32  0 1 0 2 3 3 











23

169
:32  0 0 1 – 1 0 0 
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Итак, решение системы 

1,2,1 321  xxx . 

 
Рис. 2.2.2. Дополнение к блок-схеме метода Гаусса  

 

Приведенный алгоритм метода Гаусса построен в предположении, что 

главный определитель системы (2.2.1) отличен от нуля. Кроме того, как уже 

говорилось выше, при исполнении этого алгоритма на компьютере возникают 

погрешности за счет представления коэффициентов в памяти компьютера и 

округления результатов вычислений. Эти погрешности сильно возрастают, если 

коэффициент, на который делится уравнение, оказывается малым. Еще хуже, 

если этот коэффициент окажется равным нулю, и деление станет невозможным. 

Поэтому при исключении неизвестной с номером i  на место уравнения с этим 

номером лучше выбрать из уравнений с номерами nii ,...,1,   уравнение с 

максимальным по модулю значением коэффициента при этой неизвестной. 

Если окажется, что максимальный по модулю коэффициент практически 

совпадает с нулем (например, меньше 0,001), можно считать, что матрица 

системы вырождена, и система не имеет единственного решения. 
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Перестановку уравнений и проверку того, что матрица невырожденная, 

можно осуществить, вставив во внешний цикл алгоритма непосредственно 

после его заголовка дополнение, показанное на рис. 2.2.2. 

2.2.2. Вычисление определителей и обращение 
матриц методом Гаусса 

Пусть требуется вычислить определитель 
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Известно, что в определителе общий множитель строки или столбца 

можно вынести за знак определителя. Вынесем элемент 11a  как общий 

множитель первой строки 
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Определитель не изменится, если любую его строку заменить суммой 

этой строки с произведением другой строки и произвольного числа. Из каждой 

строки полученного определителя вычтем произведение ее первого элемента и 

новой первой строки: 
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Мы добились того, что первый элемент первого столбца равен 1, а все 

остальные равны 0. Теперь вынесем общий множитель второй строки )1(

22a , и из 

всех остальных строк вычтем произведение их вторых элементов на новую 

вторую строку: 
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где njniaaaa
a

a
a jijiji

j

j ,...,3,2,,...,4,3,1,, )2(

2

)1(

2

)1()2(

)1(

22

)1(

2)2(

2  . 

Очевидно, что мы применяем к определителю преобразования метода 

Гаусса. Завершив их, получим 

1...000

...............

0...100

0...010

0...001

... )1()2(

33

)1(

2211  n

nnaaaaD . 

Последний определитель равен 1. Поэтому 
)1()2(

33

)1(

2211 ...  n

nnaaaaD . (2.2.8) 

Нетрудно видеть, что для вычисления определителя в алгоритме метода 

Гаусса достаточно задать его начальное значение 1D  и при каждом делении 

умножать текущее значение определителя на выбранный делитель. 

При ручной реализации метода Гаусса нужно в расчетную таблицу 2.2.1 

ввести столбец вычисления определителя D . На первом этапе задать 1D  и на 

каждом следующем этапе умножать текущее значение определителя на 

выбранный делитель. Для главного определителя системы из примера 2.2.1 

получим 338
23

169
2,951 








D . 

Вернемся к системе уравнений (2.2.1). В матричной форме ее можно 

записать 

bxA  , (2.1.9) 

где A  – матрица коэффициентов при неизвестных, bx  и  – векторы-столбцы 

соответственно неизвестных и свободных членов. Решение этой системы в 

матричной форме можно получить, умножив обе части уравнения (2.1.9) слева 

на обратную матрицу 1
A

 : 

bAxAA
11  

 
или 

bAx
1  

. 

Как было показано выше, алгоритм метода Гаусса выполняет 

преобразования, эквивалентные такому матричному решению. 

Пусть для данной матрицы A  требуется найти обратную ей матрицу. 

Обозначим неизвестную обратную матрицу X . По определению обратной 

матрицы это означает, что требуется решить матричное уравнение 

EXA  , 

где E  – единичная матрица, то есть матрица с единицами на главной диагонали 

и нулями на всех остальных местах. Это уравнение аналогично уравнению 

(2.1.9). Значит, для его решения достаточно применить алгоритм метода Гаусса, 

заменив в нем столбец свободных членов единичной матрицей. 
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П р и м е р  2.2.2. Используя метод Гаусса, получите обратную матрицу 

для данной матрицы 


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















665

226

765

A  . 

Вычисления выполните с помощью калькулятора с тремя десятичными 

знаками. 

Р е ш е н и е . Построим расчетную таблицу 2.2.2, заменив в таблице 2.2.1 

столбец свободных членов столбцами единичной матрицы. 

Таблица 2.2.2 

Этап Действие 1x  2x  3x  Ст1 Ст2 Ст3 S    

1 

 5 6 – 7 1 0 0 5  

 – 6 2 2 0 1 0 – 1  

 5 – 6 – 6 0 0 1 – 6  

2 

5:
1

1  1 1,2 – 1,4 0,2 0 0 1 1 

)6(
1

2
2

1   0 9,2 – 6,4 1,2 1 0 5 5 

5
1

2
3

1   0 – 12 1 – 1 0 1 – 11 – 11 

3 

2,1
2

3
1

2   1 0 – 0,565 0,044 – 0,131 0 0,348 0,348 

2,9:
2

2  0 1 – 0,696 0,130 0,109 0 0,543 0,543 

)12(
2

3
3

2   0 0 – 7,352 0,560 1,308 1 – 4,484 – 4,484 

4 

 565,0
3

4
1

3   1 0 0 0,001 – 0,232 – 0,077 0,693 0,692 

 696,0
3

4
2

3   0 1 0 0,077 – 0,015 – 0,095 0,968 0,967 

)352,7(:
3

3   0 0 1 – 0,076 – 0,178 – 0,136 0,610 0,610 

 

В нижней части таблицы 2.2.2 жирной рамкой выделена обратная 

матрица: 

























136,0178,0076,0

095,0015,0077,0

077,0232,0001,0
1

A . 

Выполним проверку, умножив исходную и обратную матрицы 

.

001,1002,0001,0

0006,1004,0

003,0004,0999,0

136,0178,0076,0

095,0015,0077,0

077,0232,0001,0

665

226

765







































































 1
AA

 



53 
 

Полученный результат показывает, что округление до трех десятичных 

знаков привело к определенным погрешностям в элементах единичной и, 

значит, обратной матриц. 

2.2.3. Методы итераций 

 

Пусть требуется приближенно решить систему линейных алгебраических 

уравнений (2.2.1) с точностью  . 

Приведем эту систему к виду 

























....

..........................

...

...

12211

1222221212

1112121111

nnnnnnnn

nnn

nnn

xxxx

xxxx

xxxx







 (2.2.10) 

Выберем в качестве начального решения системы какой-нибудь n – 

мерный вектор ),...,,( 00

2

0

1

0

nxxxx  . 

Подставив координаты вектора 
0x  в правую часть системы (2.2.10) 

вместо неизвестных, получим новый n – мерный вектор ),...,,( 11

2

1

1

1

nxxxx  . 

Теперь подставим координаты вектора 
1x  в правую часть системы и вычислим 

вектор ),...,,( 22

2

2

1

2

nxxxx  . Продолжая аналогично, получим последовательность 

векторов 

...,,...,,, 210 ixxxx  (2.2.11) 

 Нетрудно видеть, как это было и при решении уравнений методом 

итераций, что если последовательность (2.2.11) имеет предел 

,lim i

i
xx


  

то этот предел ),...,,( 21 nxxxx   и есть решение системы (2.2.10). 

Естественно, что построение последовательности (2.2.11) не может 

продолжаться бесконечно. Прервем его, когда будет достигнута заданная 

точность  . Будем считать, что заданная точность достигнута, когда расстояние 

между двумя соседними векторами в последовательности (2.2.11) станет 

меньше или равно   

  || 1ii xxd . 

Решением системы будем считать последний из полученных векторов. 

Под расстоянием между двумя векторами будем понимать, как обычно, 

квадратный корень из суммы квадратов разностей одноименных координат 
2121

22

21

11 )(...)()(   i

n

i

n

iiii xxxxxxd , 

или, в более краткой записи, 

 



n

k

i

k

i

k xxd
1

21)( . (2.2.12) 

Не вдаваясь в теоретическое обоснование признаков сходимости 

последовательности (2.2.11), будем пользоваться одним из них: 
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последовательность итераций сходится к решению системы (2.2.10), если 

квадратный корень из суммы квадратов коэффициентов при неизвестных 

меньше 1 

1
1 1

2 
 

n

i

n

j
ji . (2.2.13) 

Преобразование исходной системы уравнений (2.2.1) к виду (2.2.10) 

можно выполнить разными способами. Один из них состоит в переносе всех 

членов уравнений, кроме диагональных элементов, в правую часть. Затем 

каждое уравнение нужно разделить на коэффициент диагонального элемента. 

При этом из условия сходимости (2.2.13) следует, что предварительно надо 

добиться того, чтобы на главной диагонали матрицы коэффициентов 

располагались максимальные по модулю элементы. 

Сформулируем алгоритм описанного метода простых итераций: 

1. Преобразовать систему уравнений (2.2.1) к виду (2.2.10). 

2. Проверить условие (2.2.13) сходимости метода. Если оно выполняется, 

идти к пункту 3, иначе выдать информацию о том, что метод 

расходится, и на этом закончить. 

3.  Выбрать в качестве исходной итерации свободные члены 1 inix   

),...,2,1( ni  . 

4. Выполнить первую итерацию, подставив начальную итерацию в 

правую часть системы (2.2.10), и обозначить ее ),...,2,1( niyi  . 

5. Пока требуемая точность не достигнута 




n

i
ii xy

1

2)( , 

выполнять пункты 6, 7, иначе перейти к пункту 8. 

6. Сделать текущей последнюю итерацию ),...,2,1( niyx ii  . 

7. Вычислить последующую итерацию ),...,2,1( niyi  , подставив 

предыдущую в (2.2.10). 

8. Вывести последнюю итерацию в качестве решения системы и на этом 

закончить. 

Блок-схема алгоритма метода простых итераций показана на рис. 2.2.3. 

 

П р и м е р  2.2.3. Решите с точностью 001,0  методом простых 

итераций систему трех линейных уравнений 
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Рис. 2.2.3. Блок-схема метода простых итераций для решения системы 

линейных уравнений 
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













.04,7112,056,912,42

56,3421,264,29,46

53,758,3358,119,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Р е ш е н и е . Перенесем на первое место второе уравнение, на третье 

место – первое, а на второе – разность второго и третьего уравнений. 















.53,758,3358,119,3

48,3633,22,1278,4

56,3421,264,29,46

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

Теперь разделим каждое уравнение на коэффициент диагонального 

элемента и перенесем все, кроме этого диагонального элемента вправо. 

Поскольку требуется точность в три десятичных знака, в вычислениях 

оставляем на один десятичный знак больше. 















.2346,20467,00944,0

9902,21910,03918,0

7369,00471,00563,0

213

312

321

xxx

xxx

xxx

 

Проверим сходимость метода для данной системы уравнений 

14544,0
3

1

3

1

2 
 i j

ji . 

Условие сходимости выполняется. 

Процесс итераций оформим в виде таблицы 2.2.3 из пяти строк. В первой 

строке укажем номер итерации, три последующих строки отведем для значений 

неизвестных, и в последней строке будем записывать расстояние между 

векторами. 

Таблица 2.2.3 

 0 1 2 3 4 5 

1x  – 0,7369 – 1,0105 – 0,9929 – 1,0002 – 0,9998 – 1,0000 

2x  – 2,9902 – 2,8521 – 2,9993 – 2,9961 – 2,9999 – 2,9999 

3x  2,2346 2,0254 2,0060 2,0008 2,0003 2,0001 

d   0,3711 0,1495 0,0095 0,0039 0,0003 

 

Расстояние между последними двумя векторами стало меньше требуемой 

точности 0,001, поэтому итерационный процесс завершен. Округляя последние 

значения до трех десятичных знаков, получаем 1x  = – 1,000, 2x  = – 3,000 и 3x  = 

= 2,000, что совпадает с точным решением данной системы уравнений. 

 

Усовершенствованием метода простых итераций является метод Зейделя. 

Отличие его от метода простых итераций состоит в том, что полученная 

компонента следующей итерации сразу заменяет эту же компоненту 

предыдущей итерации и используется в вычислении остальных компонент. 

12 ji  
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Итерационный процесс метода Зейделя для системы уравнений из примера 

2.2.3 показан в таблице 2.2.4. 

Таблица 2.2.4 

 0 1 2 3 4 

1x  – 0,7369 – 1,0105 – 0,9978 – 1,0000 – 1,0000 

2x  – 2,9902 – 2,9593 – 2,9989 – 2,9999 – 3,0000 

 2,2346 2,0010 2,0004 2,0001 2,0001 

d   0,3611 0,0416 0,0024 0,0001 

 

Как видим, результат получился тот же, но число итераций оказалось 

меньше. 

Блок-схема алгоритма метода Зейделя приведена на рис. 2.2.4. В отличие 

от алгоритма метода итераций здесь не нужно приводить вручную систему 

уравнений к виду 2.2.10. Это выполняется в самом алгоритме в первой паре 

вложенных циклов с параметрами i  и j . Правда, предварительно исходную 

систему уравнений необходимо вручную привести к виду с максимальными по 

модулю коэффициентами на главной диагонали. Одновременно с приведением 

системы к виду 2.2.10 в этой части алгоритма подсчитывается сумма квадратов 

коэффициентов преобразованной системы. Эта сумма обозначена d . 

После проверки условия сходимости  ( 1d ) переменной d  обозначено 

расстояние между векторами двух последовательных итераций. Цикл 

получения итераций продолжается до тех пор, пока это расстояние не станет 

меньшим или равным требуемой точности  . Для входа в этот цикл 

первоначально нужно сделать так, чтобы d  было больше  . Это сделано 

командой присвоения значения 2d , хотя можно сделать и любым другим 

способом. 

В отличие от метода итераций здесь каждая вновь полученная 

компонента очередной итерации используется для подсчета расстояния между 

итерациями и сразу заменяет соответствующую компоненту предыдущей 

итерации. 

 

2.2.4. Метод прогонки 

Существуют "точные" методы решения систем линейных уравнений, 

использующие особые свойства главной матрицы системы, и потому более 

эффективные, чем универсальный метод Гаусса. Рассмотрим один из таких 

методов для систем с трехдиагональной матрицей. В этой матрице все 

элементы равны нулю, кроме элементов главной диагонали и двух других 

диагоналей, расположенных над и под главной диагональю. То есть речь идет о 

системах уравнений с матрицей вида 
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Рис. 2.2.4. Блок-схема алгоритма метода Зейделя 
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



























 nnnn aa

aa

aaa

aaa

aa

A

1

4443

343332

232221

1211

0000

..................

0...00

0...0

0...0

0...00

 (2.2.14) 

При решении подобной системы на компьютере ее матрица представляет 

собой двумерный массив, большинство элементов которого равно нулю. Этот 

двумерный массив можно заменить тремя одномерными массивами, введя 

новые обозначения элементов трех ненулевых диагоналей: 

),...,2(1, nia iii   ; ),...,1(, nia iii  ; )1,...,1(1,   nia iii . 

В таких обозначениях система уравнений с матрицей (2.2.14) принимает 

вид: 



















.

)1,...,2(

1

11

12111

nnnnn

iiiiiii

bxx

nibxxx

bxx







 (2.2.15) 

 

Будем искать решение системы (2.2.15) в виде рекуррентной формулы 

)1,...,2,1(111   nidxcx iiii , (2.2.16) 

где 1ic  и 1id  – подходящие коэффициенты. Для их определения понизим на 1 

индекс в равенстве (2.2.16) 

iiii dxcx 1 . 

Подставим сюда вместо неизвестного ix  его выражение (2.2.16) 

iiiiiiiiiiii ddcxccddxccx   1111111 )( . (2.2.17) 

Выражения (2.2.16) и (2.2.17) подставим во вторую строку системы 

(2.2.15) 

iiiiiiiiiiiiii bxdxcddcxcc   1111111 )()(  . 

Раскроем скобки, перенесем ib  влево и сгруппируем слагаемые с неизвестным 

1ix  и свободные члены 

 

0])([])([ 111   iiiiiiiiiiiii bdcdxcc  . (2.2.18) 

 

Полученное равенство справедливо при любых значениях неизвестной 

1ix , если в нем выражения в квадратных скобках одновременно равны нулю 

0)(1  iiiii cc     и    0)(1  iiiiiii bdcd  . 

Отсюда получаем рекуррентные формулы для коэффициентов 
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iii

i
i

c
c






1    и   

iii

iii
i

c

db
d








1 . (2.2.19) 

 

Рекуррентными соотношениями можно пользоваться, когда заданы 

начальные значения величин. Получим их, положив в равенстве (2.2.16) 1i  и 

выразив 1x  из первого уравнения системы (2.2.15): 

2221 dxcx     и   
1

1
2

1

1
1



 b
xx  . 

Из сравнения этих двух выражений получаем 

1

1
2




c    и   

1

1
2



b
d  . (2.2.20) 

Теперь все коэффициенты по формулам (2.2.19) можно вычислить и 

приступить к нахождению неизвестных системы по формуле (2.2.16). Но и она 

задает рекуррентную зависимость. Получим начальное значение для нее, 

положив в равенстве (2.2.16)  1 ni  и выразив 1nx  из последнего уравнения 

системы (2.2.15): 

nnnn dxcx 1    и   
n

n
n

n

n
n

b
xx




1 . 

Приравняем правые части записанных равенств 

n

n
n

n

n
nnn

b
xdxc




 . 

Отсюда найдем 

nnn

nnn
n

c

db
x








 . (2.2.21) 

 

Выполненные рассуждения приводят к алгоритму метода прогонки: 

1. Вычислить коэффициенты 2c  и 2d  по формуле (2.2.20). 

2. Вычислить коэффициенты ic  и id  для  ni ,...,3  по формуле (2.2.19). 

3. Вычислить nx  по формуле (2.2.21). 

4. Вычислить ix  по формуле (2.2.16) при 1,...,2,1  nni . 

 

П р и м е р  2.2.4. Решите методом прогонки систему уравнений 
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Р е ш е н и е . В соответствии с (2.2.15) составим таблицу массивов 

коэффициентов 

 

 

i  1 2 3 4 5 

i   2 2 3 –2 

i  1 –1 –1 2 5 

i  2 3 1 4  

 

По формулам (2.2.20) 2
1

1
2 




c    и   4

1

1
2 



b
d . 

 

Тогда по формулам (2.2.19) 

 

5

3

1)2(2

3
3 


c ;   5

1
5

3
2

1
4 



c ;   
13

4

2)5(3

4
5 


c ; 

5

8

1)2(2

420
3 




d ;   11

1
5

3
2

5

8
21

4 





d ;   
13

38

2)5(3

)11(35
5 




d . 

По формуле (2.2.21)  3

5
13

4
2

13

38
)2(19

5 













x . 

 

Тогда по формулам (2.2.16) 

2
13

38
3

13

4
4 x ; 

111)2(53 x ; 

1
5

8
)1(

5

3
2 x ; 

24121 x . 

 

Вычисления в этом примере выполнялись в обыкновенных дробях для 

получения точного решения. 

Блок-схему алгоритма строить не будем, так как программу легко 

составить по приведенному выше словесному описанию. Она состоит из трех 

циклов. В первом цикле вычисляются коэффициенты ic , во втором – id . 

Индекс i  в этих циклах возрастает от 2 до n  (прямой прогон). В третьем цикле 
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определяются неизвестные системы ix  с убыванием индекса i  от n  до 1 

(обратный прогон). 

2.3. Интерполирование и экстраполирование 
функций 

Понятие функциональной зависимости является одним из 

основополагающих понятий математики. В любом разделе математики в той 

или иной мере изучаются зависимости между величинами. На практике часто 

происходит так, что известно о существовании функциональной зависимости 

между двумя величинами, но аналитическое выражение этой зависимости либо 

неизвестно, либо слишком сложно для применений. Поэтому стоит задача 

подобрать по возможности простое аналитическое выражение, достаточно 

хорошо описывающее обнаруженную функциональную зависимость. 

Сформулируем поставленную задачу математически. Пусть существует 

неизвестная функция )(xFy  . Пусть в результате эксперимента получены ее 

значения в некоторых точках промежутка ];[ ba : 

bxxxax n  ...210 , 

то есть имеется таблица значений неизвестной функции 

Таблица 2.3.1 

x  0x  1x  2x  . . . ix  . . . nx  

)(xF  
0y  1y  2y  . . . iy  . . . ny  

 

Требуется подобрать достаточно простую функцию )(xGy  , которая бы 

хорошо заменяла неизвестную функцию )(xFy  . 

Поставленная задача называется задачей аппроксимации функции. 

Точки nxxxx ,...,,, 210  называют узлами аппроксимации. Если расстояния между 

соседними узлами одинаковы nihxx ii ,...,2,1,1   , таблицу 2.3.1 называют 

равномерной сеткой или сеткой с равноотстоящими узлами, h  – шаг 

таблицы. 

Существуют разные способы оценки того, насколько хорошо выбранная 

функция )(xGy   аппроксимирует неизвестную функцию )(xFy  . Мы будем 

рассматривать способ, при котором требуется, чтобы значения 

аппроксимируемой и аппроксимирующей функций в узлах совпадали 

nixFxG ii ,...,2,1,0),()(  . 

В этом случае задачу аппроксимации называют интерполяцией. 

Самыми простыми математическими функциями являются многочлены. 

Поэтому задачу интерполяции сформулируем следующим образом. 

Пусть неизвестная функция )(xFy   задана таблицей 2.3.1. Найдем для 

нее интерполяционный многочлен 
n

n xaxaxaaxG  ...)( 2

210 , (2.3.1) 
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значения которого в узлах интерполяции совпадают со значениями функции 

)(xFy  , то есть 

.,...,2,1,0,)( niyxG ii   (2.3.2) 

Условия интерполяции (2.3.2) приводят к системе из 1n  линейных 

уравнений с 1n  неизвестными 



















....

.............

...

...

2

210

11

2

12110

00

2

02010

n

n

nnnn

n

n

n

n

yxaxaxaa

yxaxaxaa

yxaxaxaa

 (2.3.3) 

Решив систему (2.3.3) с неизвестными – коэффициентами многочлена 

(2.3.1), получим аналитическую запись интерполяционного многочлена. 

Решение этой системы всегда существует и единственно. Ее определитель 

n

nnn

n

n

xxx

xxx

xxx

...1

...............

...1

...1

2

1

2

11

0

2

00

 

носит в алгебре название определителя Вандермонда. Он отличен от нуля, если 

все значения nxxxx ,...,,, 210  различны. В нашей задаче это условие выполнено, 

значит, интерполяционный многочлен (2.3.1) существует и единствен. 

В разделе 2.2 мы видели, что задача решения системы (2.3.3) достаточно 

сложна. Поэтому существуют другие подходы к построению 

интерполяционного многочлена. 

 

2.3.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа 

 

Пусть функция )(xFy   задана таблицей 2.3.1. Будем искать многочлен 

)(xL  степени не выше n , для которого выполнены условия интерполяции 

nn yxLyxLyxL  )(,...,)(,)( 1100 . (2.3.4) 

Этот многочлен будем искать в виде суммы 

)(...)()()( 10 xlxlxlxL n , (2.3.5) 

где )(xli  – многочлен, значение которого совпадает со значением функции 

)(xFy   в узле с номером i  и равно нулю во всех остальных узлах. То есть, 

   
.   при    0

   при   
)(










ij

ijy
xl

i

ji  (2.3.6) 

Очевидно, что требования (2.3.5) и (2.3.6) обеспечивают выполнение 

условий интерполяции (2.3.4). Из второй строки условия (2.3.6) следует, что 

многочлен )(xli  должен содержать множители jxx   для всех ij  . То есть, 

этот многочлен нужно искать в виде 
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)(...))((...))(()( 1110 niiii xxxxxxxxxxCxl   , (2.3.7) 

где iC  – подходящий множитель. 

Подставим в равенство (2.3.7) ixx  . Тогда из первой строки условия 

(2.3.6) следует, что многочлен )(xli  примет значение iy : 

iniiiiiiii yxxxxxxxxxxC   )(...))((...))(( 1110 . 

Из этого равенства находим 

)(...))((...))(( 1110 niiiiiii

i
i

xxxxxxxxxx

y
C






. 

Подставим найденное значение iC  в равенство (2.3.7) 

)(...))((...))((

)(...))((...))((
)(

1110

1110

niiiiiii

nii
ii

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
yxl








 . 

И тогда с учетом (2.3.5) получаем формулу интерполяционного 

многочлена Лагранжа 


 








n

i niiiiiii

nii
i

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
yxL

0 1110

1110

)(...))((...))((

)(...))((...))((
)( . (2.3.8) 

По формуле (2.3.8) и таблице 2.3.1 достаточно просто получить 

интерполяционный многочлен Лагранжа. 

 

П р и м е р  2.3.1. Запишите интерполяционный многочлен Лагранжа для 

функции, заданной следующей таблицей 

x  2 3 5 

)(xF  6 4 – 6 

 

Р е ш е н и е . Из таблицы видим, что 2n , 4  и  3,1 210  xxx . Тогда 

по формуле (2.3.8) получаем 

















)35)(25(

)3)(2(
)6(

)53)(23(

)5)(2(
4

)52)(32(

)5)(3(
6)(

xxxxxx
xL  

 )65()107(2)158(2 222 xxxxxx  

432  xx . 

 

Формула (2.3.8) дает аналитическую запись многочлена Лагранжа. 

Преобразование ее к виду (2.3.1), как это сделано в рассмотренном примере, 

возможно, но не так уж важно. Интерполяционный многочлен строится для 

того, чтобы получить возможность определить значение функции )(xF  в 

произвольных точках x  промежутка ],[],[ 0 nxxba  . Это значение считают 

приближенно равным значению интерполяционного многочлена )(xL . А для 

этого нужно просто подставить данное значение x  в формулу (2.3.8). Блок-

схема алгоритма вычислений по формуле (2.3.8) представлена на рис. 2.3.1. 

Для ручных вычислений формулу (2.3.8) лучше преобразовать. Умножим 

в ней числитель и знаменатель на ixx   



65 
 


 








n

i niiiiiiii

niii
i

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxx
yxL

0 1110

1110

)(...))()((...))((

)(...))()((...))((
)( . 

 
Рис. 2.3.1. Блок-схема вычислений по методу Лагранжа 

 

Тогда у всех дробей одинаковый числитель, который обозначим 

)(...))()(( 210 nxxxxxxxxP  . 

Знаменатели дробей обозначим 

)(...))()((...))(( 1110 niiiiiiiii xxxxxxxxxxxxP   . 

Тогда формула многочлена Лагранжа примет вид 





n

i i

i

P

y
PxL

0

)( . (2.3.9) 
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Расчеты по формуле (2.3.9) удобно организовать в виде таблицы 2.3.2. В 

заголовках строк и столбцов записываем nxxxx ,...,,, 210 . Еще три столбца 

озаглавлены iP , iy  и 
i

i

P

y
. В диагональных клетках таблицы (они выделены 

жирной рамкой) записывается разность данного значения x  и заголовка 

столбца. Все остальные клетки, кроме трех последних столбцов, заполняются 

разностями заголовков строки и столбца. В столбце iP  записывается 

произведение всех чисел строки. Последняя дополнительная клетка столбца iP  

содержит произведение всех чисел диагональных клеток. Содержимое двух 

последних столбцов понятно из их заголовков. Дополнительная клетка 

последнего столбца предназначена для суммы всех его чисел. В соответствии с 

формулой (2.3.9) для получения )(xL  остается перемножить два числа 

последней строки таблицы. 

 

 

Таблица 2.3.2 

x  0x  1x  2x  . . . ix  . . . nx  iP  iy  
i

i

P

y
 

0x  0xx   10 xx   20 xx   . . . ixx 0  . . . nxx 0     

1x  01 xx   1xx   21 xx   . . . ixx 1  . . . nxx 1     

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . 

ix  0xxi   1xxi   2xxi   . . . ixx    ni xx      

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .    

nx  0xxn   1xxn   2xxn   . . . in xx   . . . nxx      

        P    ii Py  

 

 

 

П р и м е р  2.3.2. Функция задана таблицей 

x  0,63 1,28 2,53 3,17 

)(xF  – 0,29 0,32 2,35 3,66 

С помощью многочлена Лагранжа вычислите приближенно )75,2(F . 

 

Р е ш е н и е . Исходные данные записаны с двумя десятичными знаками. 

Результат не может содержать больше верных знаков. Поэтому вычисления 

ведем с одним запасным знаком, то есть с тремя десятичными знаками. По 

образцу таблицы 2.3.2 составляем и заполняем расчетную таблицу. 
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x =2,75 0x =0,63 1x =1,28 2x =2,53 3x =3,17 iP  iy  
i

i

P

y
 

0x  2,12 – 0,65 – 1,90 – 2,54 – 6,650 – 0,29 0,044 

1x  0,65 1,47 – 1,25 – 1,89 2,257 0,32 0,142 

2x  1,90 1,25 0,22 – 0,64 – 0,334 2,35 – 7,036 

3x  2,54 1,89 0,64 – 0,42 – 1,290 3,66 – 2,837 

     – 0,288  – 9,687 

 

 

Для получения результата перемножаем два числа в последней строке: 

79,2790,2)782,2)(288,0()75,2( F . 

Чтобы можно было убедиться в эффективности метода Лагранжа, в 

качестве таблично заданной была взята функция xxxF ln)(  . Ее значение в 

выбранной точке с точностью до трех десятичных знаков 782,2)75,2( F . 

Погрешность значения, полученного методом Лагранжа, составляет 0,008. То 

есть, все цифры в полученном приближенном значении верны в широком 

смысле. 

Эффективность метода иллюстрирует также график на рис. 2.3.2. На нем 

узловые точки, заданные таблицей изображены крестиками. График функции 

)(xF  показан пунктиром, а график многочлена Лагранжа – штрихами. На 

рисунке видно, что между крайними узловыми точками графики практически 

совпадают, а вне них начинают расходиться. 

 
Рис. 2.3.2. Интерполяция функции многочленом Лагранжа 

 

2.3.2. Конечные разности 

Рассмотрим функцию )(xFy  , заданную таблицей 2.3.1 с 

равноотстоящими узлами, то есть 
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),...,2,1(1 nihxx ii    (2.3.10) 

или 

),...,2,1(0 nihixxi  , (2.3.11) 

где h  – шаг таблицы.  

Конечными разностями первого порядка называют разность значений 

функции в соседних узлах 

)1,...,1,0(1   niyyy iii . 

Конечные разности второго порядка получают из конечных разностей 

первого порядка 

)2,...,1,0(1

2   niyyy iii . 

Продолжая аналогично, получим таблицу конечных разностей (Таблица 

2.3.3). 

Таблица 2.3.3. 

x  y  y  y2  y3  . . . yn  

0x  0y  0y  
0

2 y  0

3 y  . . . 0yn  

1x  1y  1y  
1

2 y  1

3 y  . . .  

2x  2y  2y  
2

2 y  . . .   

3x  3y  3y  . . . . . .   

4x  4y  . . . . . . 3

3

 ny    

. . . . . . . . . 2

2

 ny     

1nx  1ny  1 ny      

nx  ny       

 

Выразим конечные разности произвольного порядка через значения 

функции nyyyy ,...,,, 210 . Разности первого порядка имеют такое представление 

по определению. Разности второго порядка 

iiiiiiiiii yyyyyyyyyy   121121

2 2)()(  

Разности третьего порядка 

  )2()2( 12123

2

1

23

iiiiiiiii yyyyyyyyy  

iiii yyyy   123 33 . 

Методом математической индукции можно доказать, что 





k

j
jki

j

k

j

i

k yCy
0

)1( . (2.3.12) 

 

2.3.3. Первая интерполяционная формула Ньютона 

Пусть функция задана таблицей 2.3.1 с равномерным шагом h  и 

составлена таблица 2.3.3 ее конечных разностей. Будем искать 

интерполяционный многочлен степени n  в виде 
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).(...))((...

))()(())(()()(

110

2103102010





nn

n

xxxxxxa

xxxxxxaxxxxaxxaaxP
 (2.3.13) 

Неизвестные коэффициенты naaa ,...,, 10  определим из условия совпадения 

значений интерполяционного многочлена в узловых точках с табличными 

значениями функции. 

Подставим в равенство (2.3.13) 0xx  . Все слагаемые, начиная со второго, 

обратятся в нуль, и получим 

000 )( axPy n  , 

откуда 

00 ya  . 

Теперь положим в равенстве (2.3.13) 1xx   и 00 ya  . Все слагаемые, 

начиная с третьего, обратятся в нуль, и тогда 

)()( 011011 xxayxPy n  . 

Так как hxx  01 , то hayy 101   или 0011 yyyha  . Отсюда 

h

y
a 0

1


 . 

Подставим в (2.3.13) найденные коэффициенты 10 ,aa  и 2xx  . Все 

слагаемые, начиная с четвертого, обратятся в нуль, и тогда 

))(()()( 1202202
0

022 xxxxaxx
h

y
yxPy n 


 . 

Из формул (2.3.10) и (2.3.11) следует hxx  12  и hxx 202  . Тогда 

hhah
h

y
yy 


 22 2

0
02 . 

После сокращения, умножения и переноса всех членов равенства, кроме члена с 

коэффициентом 2a  в другую часть равенства получим 

.)()(

2)(222

0

2

010112

01201020022

2

yyyyyyy

yyyyyyyyyyah




 

Откуда 

2

0

2

2
2h

y
a


 . 

Продолжая аналогично, получим 

k

k

k
hk

y
a






!

0 . (2.3.14) 

Подставим найденные коэффициенты в равенство (2.3.13) 

).(...))((
!

...))((
!2

)()(

110
0

102

0

2

0
0

0
















nn

n

n

xxxxxx
hn

y

xxxx
h

y
xx

h

y
yxP

 (2.3.15) 
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Сделаем в полученном выражении подстановку 

t
h

xx


 0 . 

Тогда thxx  0 , thxx  0  и )()( 00 ithihthihxxihxxxx i  . 

В результате получим 

hnthtth
hn

y

htth
h

y
th

h

y
ythxPxP

n

n

nn

)1(...)1(
!

...)1(
!2

)()(

0

2

0

2

0
00
















 

и после сокращения 

.
!

)1(...)1(

...
!2

)1(
)()(

0

0

2

000

y
n

nttt

y
tt

ytythxPxP

n

nn











 (2.3.16) 

Эту формулу и называют первая интерполяционная формула 

Ньютона. Ею пользуются обычно для получения приближенного значения 

интерполируемой функции для значений аргумента из промежутка ),( 10 xx , то 

есть для )1;0(t . Поэтому ее называют еще формулой Ньютона для 

интерполирования вперед. При необходимости использования этой формулы 

для других промежутков из начальной части таблицы достаточно просто 

перенумеровать аргументы, взяв начало выбранного промежутка за начальное 

его значение, а предыдущие значения просто отбросить. 

Алгоритм вычислений по формуле (2.3.16) состоит в следующем: 

1. По данной таблице функции с шагом h  построить таблицу конечных 

разностей. 

2. Записать многочлен Ньютона, подставив найденные конечные 

разности в (2.3.15) или (2.3.16). 

3. Если использована формула (2.3.16), по данному значению аргумента 

x  найти 
h

xx
t 0
 . 

4. В зависимости от того, какой формулой пользовались при записи 

многочлена, подставить в него x  или найденное значение t . 

 

П р и м е р  2.3.3. Для таблично заданной функции 

 

x  1 1,5 2 2,5 3 

)(xF  0,69 1,18 1,61 1,98 2,30 

постройте многочлен Ньютона и вычислите приближенно )3,1(F . 

 

Р е ш е н и е . Шаг в заданной таблице 5,0h . Построим таблицу 

конечных разностей 
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x  y  y  y2  y3  y4  

1 0,69 0,49 – 0,06 0 0,01 

1,5 1,18 0,43 – 0,06 0,01  

2 1,61 0,37 – 0,05   

2,5 1,98 0,32    

3 2,30     

 

Запишем многочлен Ньютона по формуле (2.3.15) 

).5,2)(2)(5,1)(1(
5,0!4

01,0
)2)(5,1)(1(

5,0!3

0

)5,1)(1(
5,0!2

06,0
)1(

5,0

49,0
69,0)(

43

24















xxxxxxx

xxxxP

 

 

После выполнения действий получаем 

).5,2)(2)(5,1)(1(0067,0

)5,1)(1(12,0)1(98,069,0)(4





xxxx

xxxxP
 

 

При записи по формуле (2.3.16) многочлен Ньютона имеет вид 

.01,0
!4

)3)(2)(1(
0

!3

)2)(1(

)06,0(
!2

)1(
49,069,0)5,01(4














ttttttt

tt
ttP

 

 

После преобразований 

).3)(2)(1(0004,0)1(03,049,069,0)5,01(4  ttttttttP  

 

По полученному многочлену )(4 xP  получим 

99,0)3,1()3,1( 4  PF . 

 

Для использования второй формы записи многочлена Ньютона находим 

6,0
5,0

13,1



t . И тогда 

99,0)6,05,01()3,1( 4  PF . 

Естественно, что результаты совпали, так как (2.3.15) и (2.3.16) – две 

различные записи одного и того же многочлена Ньютона. В качестве 

табулируемой функции была взята функция )1ln()( 2xxF  . Ее значение с 

точностью до двух десятичных знаков также 0,99. 
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Рис. 2.3.3. Блок-схема вычислений по первой формуле Ньютона 

 

Блок-схема алгоритма вычислений по первой интерполяционной формуле 

Ньютона приведена на рис. 2.3.3. В нем первые два вложенных цикла 
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предназначены для вычисления конечных разностей. Поскольку в таблицу 

конечных разностей входят и значения функции, они вместе с конечными 

разностями образуют в алгоритме единый массив, элементы которого 

обозначены jid . Элементы нулевой строки массива – это значения функции 

,...,, 101000 ydyd  nn yd 0 . Остальные элементы массива обозначают 

конечные разности. Первый индекс указывает порядок конечной разности, 

второй – ее номер, то есть i

jjid  . 

 

Во второй паре вложенных циклов вычисляются коэффициенты 

многочлена Ньютона по формуле (2.3.16) ),...,2,1(
!

; 0
00 ni

i
aya

i

i 


 . За этим 

коэффициентом следует записать произведение i  множителей 

)1(...)1(  ittt . 

Последняя пара вложенных циклов служит для вычисления значения 

многочлена Ньютона в заданной точке x . Это значение обозначено P , 

слагаемые в многочлене обозначены L . 

2.3.4. Вторая интерполяционная формула Ньютона 

 

Пусть вновь функция задана таблицей 2.3.1 с равномерным шагом h  и 

составлена таблица 2.3.3 ее конечных разностей. При получении первой 

интерполяционной формулы Ньютона мы строили интерполяционный 

многочлен, используя узловые точки, начиная с левого края таблицы 2.3.1. 

Теперь выполним то же самое от правого края. 

Получим интерполяционный многочлен в виде 

).(...))((...

))(()()(

11

1210

xxxxxxa

xxxxaxxaaxP

nnn

nnnn








 (2.3.17) 

Из требования совпадения значений многочлена в узлах с табличными 

значениями функции получим 

nya 0  и ),...,2,1(
!

nk
hk

y
a

k

kn

k

k 



  . (2.3.18) 

Подставив эти значения коэффициентов в равенство (2.3.17), получим 

вторую интерполяционную формулу Ньютона 

).(...))((
!

...

))((
!2

)()(

11
0

12

1

2

1

xxxxxx
hn

y

xxxx
h

y
xx

h

y
yxP

nnn

n

nn
n

n
n

nn





















 (2.3.19) 

Если в этой формуле положить 
h

xx
t n
 , откуда thxx n  , то она 

примет вид 
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.
!

)1(...)1(
...

!2

)1(
)(

0

2

2

1

y
n

nttt

y
tt

ytythxP

n

nnnnn









 

 (2.3.20) 

Формулы (2.3.19) и (2.3.20) еще называют формулой Ньютона для 

интерполирования назад. Она дает хорошие результаты для ),( 1 nn xxx   или 

 0;1t . 

Внесите самостоятельно изменения в алгоритм вычислений по первой 

формуле Ньютона и в блок-схему на рис. 2.3.3, чтобы преобразовать их для 

вычислений по второй формуле Ньютона. 

П р и м е р  2.3.4. Для таблично заданной функции из примера 2.3.2 

постройте многочлен Ньютона для интерполирования назад. С помощью 

полученного многочлена вычислите приближенно )8,2(F . 

Р е ш е н и е . В примере 2.3.3 таблица конечных разностей составлена. 

Пользуясь ею, по формуле (2.3.19) получим 





 )5,2)(3(

5,0!2

)05,0(
)3(

5,0

32,0
30,2)(

24 xxxxP  

).5,1)(2)(5,2)(3(
5,0!4

01,0
)2)(5,2)(3(

5,0!3

01,0
43







 xxxxxxx  

После выполнения вычислений 

).5,1)(2)(5,2)(3(007,0)2)(5,2)(3(013,0

)5,2)(3(1,0)3(64,030,2)(4





xxxxxxx

xxxxP
 

Тогда 18,2)8,2( F . 

Построим тот же многочлен в форме (2.3.20) 

).3)(2)(1(
!4

01,0

)2)(1(
!3

01,0
)1(

!2

)05,0(
32,030,2)5,030,2(4








tttt

tttttttP

 

Найдем 4,0
5,0

38,2



t . И тогда 18,2)8,2( F . 

2.3.5. Интерполяция сплайнами 

 

Интерполяционным сплайном для функции, заданной таблицей (2.3.1), 

называют кусочно-заданную функцию 





















 ],,[),(

............

];,[),(

];,[),(

)(

1

212

101

nnn xxxxP

xxxxP

xxxxP

xS  (2.3.21) 

где )(,...),(),( 21 xPxPxP n  – многочлены переменной x  одинаковой степени. 
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Наиболее популярными на практике являются кубические сплайны, 

которые мы и получим. То есть, будем искать составляющие сплайн 

многочлены как многочлены третьей степени в виде 

),...,2,1(

)()()()( 32

ni

xxdxxcxxbaxP iiiiiiii




 (2.3.22) 

По условию построения интерполирующей функции ее значения в узлах 

интерполяции должно совпадать со значениями интерполируемой функции 

),...,2,1()()()( nixFxPxS iiii  . 

Отсюда сразу получаем 

),...,2,1( niya ii  . (2.3.23) 

Чтобы построить кубический сплайн осталось определить n3  

коэффициентов iii dcb ,, . Для этого нужно иметь n3  уравнений. При записи 

уравнений будем использовать обозначение 1 iii xxh . 

Для интерполирующей функции естественно требование непрерывности. 

Это означает, что каждый из многочленов )(xPi  на левом конце своей области 

определения должен принимать значение интерполируемой функции в этой 

точке 11)(   iii yxP . Подставим 1ix  в (2.3.22). Тогда с учетом (2.3.23) получим 

1

3

1

2

11 )()()(   iiiiiiiiiii yxxdxxcxxby  

или 

1

32

 iiiiiiii yhdhchby , 

то есть 

),...,2,1(1

32
niyydhchbh iiiiiiii  

. (2.3.24) 

Чтобы график интерполирующей функции )(xS  в точках стыка графиков 

двух соседних многочленов был гладким, потребуем совпадения производных 

соседних многочленов в точке стыка )...,3,2()()( 111 nixPxP iiii 
 . Так как 

2)(3)(2)( iiiiii xxdxxcbxP  , 

получим 

)(3)(2 111 iiiiiiii xxdxxcbb    

или 

),...,3,2(32 1

2 nibbdhch iiiiii   . (2.3.25) 

Чтобы в точках стыка графиков соседних многочленов не изменялась 

резко кривизна графика, потребуем также совпадения в точках стыка вторых 

производных соседних многочленов )...,3,2()()( 111 nixPxP iiii 
 . Так как 

)(62)( iiii xxdcxP  , 

получим 

)(622 11 iiiii xxdcc    

или 

),...,3,2(3 1 niccdh iiii   . (2.3.26) 
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Равенства (2.3.24) – (2.3.26) содержат 23 n  уравнений. Недостающие 

два уравнения можно получить, например, приравняв нулю вторую 

производную сплайна на концах промежутка интерполяции 0)()( 0 
nxSxS . 

Это сводится к требованиям: 0)( 01  xP  и 0)( 
nn xP . Отсюда получаем 

0)(62 1011  xxdc  и 0)(62  nnnn xxdc  или 









.0

03 111

nc

dhc
 (2.3.27) 

Таким образом, равенства (2.3.24) – (2.3.27) образуют систему n3  

уравнений с n3  неизвестными для определения коэффициентов сплайна iii dcb ,,

: 































.0

03

),...,3,2(3

),...,3,2(32

),...,2,1(

111

1

1

2

1

32

n

iiii

iiiiii

iiiiiiii

c

dhс

niccdh

nibbdhch

niyydhchbh

 (2.3.28) 

Полученная система позволяет найти все неизвестные коэффициенты 

сплайна, но ее решение достаточно сложно. Поэтому предварительно исключим 

из нее две совокупности коэффициентов. Сначала выразим из первого 

уравнения системы коэффициент 

),...,2,1(21 nidhch
h

yy
b iiii

i

ii
i 


  . (2.3.29) 

Подставим это выражение во второе уравнение системы (2.3.28). При 

записи 1ib  не забудем в (2.3.29) уменьшить все индексы на 1: 

).,...,3,2(

32 1

2

111

1

21212

ni

dhch
h

yy
dhch

h

yy
dhch iiii

i

ii
iiii

i

ii
iiii

















 





 

Перенесем все члены полученного равенства, кроме дробей, влево 

).,...,3,2(

2
1

211
1

2

111

2

ni

h

yy

h

yy
dhchdhch

i

ii

i

ii
iiiiiiii














 (2.3.30) 

Из третьего уравнения системы (2.3.28) выразим 

),...,2,1(
3

1 ni
h

cc
d

i

ii
i 


  . (2.3.31) 

Обратим внимание на то, что в полученном выражении к перечню индексов мы 

добавили 1i . Это можно сделать, так как при этом значении индекса получим 
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1

01
1

3h

cc
d


 . А это совпадает с выражением 1d  из четвертого уравнения 

системы, если считать отсутствующий в сплайне коэффициент 00 c . 

Подставим выражение id  в равенство (2.3.30), уменьшая индексы на 1 

там, где это требуется 

1

21121
111

1

33
2






 











i

ii

i

iiii
iii

ii
iii

h

yy

h

yycc
hch

cc
hch . 

Умножим обе части равенства на 3 








 










1

211
211111 3)(3)(23

i

ii

i

ii
iiiiiiiiii

h

yy

h

yy
cchchcchch . 

Сгруппируем в левой части слагаемые с коэффициентами c  с одинаковыми 

индексами 

.,...,3,2

3)(2
1

211
2111

ni

h

yy

h

yy
chchhch

i

ii

i

ii
iiiiiii










 










 (2.3.32) 

Вместе с последним уравнением системы (2.3.28) и дополнительным 

коэффициентом 00 c  совокупность равенств (2.3.32) представляет собой 

систему )1( n  уравнений с )1( n  неизвестными 121 ,...,, nccc , решить которую 

значительно проще, чем систему (2.3.28). 

Из изложенного следует алгоритм построения интерполяционного 

сплайна для таблично заданной функции: 

1. По таблице найти ),...,2,1(1 nixxh iii   . 

2. Выписать коэффициенты ),...,2,1( niai   по формуле (2.3.23). 

3. Установить 00  ncc . 

4. По формуле (2.3.32) составить систему уравнений для определения 

коэффициентов )1,...,2,1(  nici  и решить ее. 

5. По формуле (2.3.31) вычислить коэффициенты ),...,2,1( nidi  . 

6. По формуле (2.3.29) вычислить коэффициенты ),...,2,1( nibi  . 

7. Записать кубический сплайн в виде (2.3.21), каждая строка которого 

имеет вид (2.3.22). 

 

П р и м е р  2.3.5. Постройте кубический сплайн для функции )(xFy  , 

заданной таблицей 

i  0 1 2 3 

ix  – 1 0 1 3 

iy  1 2 4 8 

Р е ш е н и е . 

По таблице находим 213;101;1)1(0 321  hhh . 

По формуле (2.3.23) получаем 8;4;2 321  aaa . 
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Положим 030  cc . 

В формуле (2.3.32) полагаем сначала 2i  и затем 3i : 








 





1

01

2

12
0111222 3)(2

h

yy

h

yy
chchhch  








 





2

12

3

23
1222333 3)(2

h

yy

h

yy
chchhch  

Подставляя сюда известные числа, получаем систему уравнений 









.06

34

12

12

cc

cc
 

Умножим первое уравнение на (– 6) и сложим со вторым уравнением 

1823 1  c . 

Отсюда 
23

18
1 c . Подставив это значение в первое уравнение, получим 

23

3

23

18
432 








c . 

По формуле (2.3.31) находим коэффициенты id : 

23

6

13

0
23

18

1 




d ;   
23

7

13

23

18

23

3

2 




d ;   
46

1

23

23

3
0

3 












d . 

И, наконец, по формуле (2.3.29) находим коэффициенты ib : 

23

35

23

6
1

23

18
1

1

12 2

1 


b ;   
23

50

23

7
1

23

3
1

1

24 2

2 



















b ; 

23

44

46

1
202

2

48 2

3 


b . 

Таким образом, для заданной функции кубический сплайн имеет вид: 






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







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



].3;1[,)3(
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1
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3
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50
4)(

];0;1[,
23

6
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23

35
2)(
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3

3

32

2

32

1

xxxxP

xxxxxP

xxxxxP

xS  

При подстановке в каждый из трех многочленов правой границы его 

области определения все слагаемые с переменной обращаются в нуль, и 

многочлены, а, значит, и сплайн принимают табличные значения, 

соответствующие выбранным узловым точкам. Нетрудно убедиться в 

непрерывности построенного сплайна. Для этого в каждый из трех многочленов 

подставим левые границы его области определения: 
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4)1(,2)0(,1)1( 321  PPP , то есть снова получены табличные значения в 

соответствующих узлах. 

 
Рис. 2.3.4. Блок-схема алгоритма интерполяции сплайном 

 

Вычисления в рассмотренном примере велись в обыкновенных дробях 

для получения точных значений коэффициентов сплайна и полного совпадения 

вычисленных значений с табличными значениями при проверке 

непрерывности. Вычисления на компьютере и с помощью калькулятора в 

обыкновенных дробях неудобны. Значения интерполируемой с помощью 

сплайна функции не могут быть точнее ее табличных значений. Поэтому 

коэффициенты сплайна нужно вычислять с одним запасным десятичным 

знаком и, значит, вести их вычисление еще с одним запасным знаком. То есть, 

при вычислениях работают с десятичными дробями, содержащими на два 

десятичных знака больше, чем их в табличных значениях функции. 

Полученный коэффициент округляют, оставляя в нем на один десятичный знак 

больше, чем их в табличных значениях функции. 
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Рис. 2.3.5. Блок-схема алгоритма интерполяции сплайном 

(продолжение) 

 

Блок-схема интерполяции сплайном приведена на рис. 2.3.4 – 2.3.6. 
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Рис. 2.3.6. Блок-схема алгоритма интерполяции сплайном 

(окончание) 

 

Алгоритм начинается с задания размерности n  таблицы 

соответствующих значений аргумента и функции и самих этих значений: ix  и 
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iy   ),...,2,1( ni  . Здесь же задается значение аргумента 0x , для которого 

требуется вычислить значение сплайна. 

Далее вычисляются расстояния между узлами таблицы )1,...,2,1(  nihi . 

Затем, в соответствии с (2.3.32), строится расширенная матрица системы 

уравнений для определения коэффициентов сплайна при второй степени 

переменной. Элементы этой матрицы обозначены lkz ,  – это коэффициенты при 

неизвестных, а свободные члены обозначены в блок-схеме jb . Эта часть 

алгоритма изображена на рис. 2.3.4. 

Как следует из (2.3.32), построенная система уравнений имеет 

трехдиагональную матрицу. Поэтому она решается методом прогонки. На рис. 

2.3.5 показан алгоритм метода прогонки. Сначала в нем построены три цикла 

для задания трех массивов ненулевых элементов главной матрицы системы. 

Затем циклы прямой и обратной прогонки. В результате выполнения этой части 

алгоритма определяются коэффициенты сплайна при второй степени 

переменной. Они обозначены )1,...,2,1(3,  niti . 

На рис. 2.3.6 приведена часть алгоритма, в которой получают 

коэффициенты сплайна при третьей степени переменной 4,it , первой – 2,it  и 

свободные члены )1,...,2,1(1,  niti . Далее эта таблица коэффициентов сплайна 

выводится. 

В конце алгоритма определяется, какому из промежутков между узлами 

таблицы принадлежит заданное значение аргумента 0x , и по соответствующей 

формуле многочлена сплайна вычисляется его значение 0y . 

 

2.3.6. Экстраполяция 

Экстраполяцией называют вычисление значений таблично заданной 

функции за пределами диапазона табличных значений ее аргумента. 

Экстраполяция основывается на предположении о том, что и за пределами 

этого диапазона еще некоторое время таблично заданная функция и 

построенный для нее интерполяционный многочлен ведут себя похоже. Это 

видно на рис. 2.3.2, где графики функции и интерполяционного многочлена 

практически совпадают в какой-то части вне табличного диапазона. 

Для экстраполяции назад можно использовать первую интерполяционную 

формулу Ньютона, полагая в ней 0t , а для экстраполяции вперед – вторую 

формулу Ньютона с 0t . 
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2.4. Численное интегрирование 

 

На практике часто встречаются задачи, в процессе решения которых 

требуется вычислить определенный интеграл. Известно, что его можно 

вычислить по формуле Ньютона – Лейбница  

 
b

a

aFbFdxxf )()()( , 

где )(xF  – какая-нибудь первообразная функция для подынтегральной 

функции )(xf . 

Однако далеко не всегда первообразную функцию можно выразить через 

элементарные функции. Кроме того, сама подынтегральная функция может 

быть задана таблично, и ее аналитическая запись неизвестна. В обоих случаях 

формулу Ньютона – Лейбница применить нельзя. Поэтому возникает задача 

численного приближенного вычисления определенного интеграла. 

 

2.4.1. Формулы прямоугольников 

 

Известно, что геометрически определенный интеграл – это площадь 

криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции )(xfy  , осью Ox  

и прямыми линиями ax   и bx   (рис. 2.4.1) 

 
b

a

Sdxxf )( . (2.4.1) 

 
Рис. 2.4.1. Геометрическая иллюстрация формулы прямоугольников 

 

Разобьем промежуток интегрирования ];[ ba  на n  равных частей точками 

bxxxax n  ,...,,, 210 . 

Длину одного промежутка ];[ 1 ii xx   обозначим 
n

ab
x


  ),...,2,1( ni  . В 

каждом из промежутков ];[ 1 ii xx   выберем произвольную точку i . На каждом 
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из промежутков построим прямоугольник высотой )( if  . Как видно из рисунка 

2.4.1, площадь криволинейной трапеции можно считать приближенно равной 

сумме площадей построенных прямоугольников 

xfxfxfS n  )(...)()( 21  . 

Вынесем общий множитель x  за скобки и подставим его значение 

))(...)()(( 21 nfff
n

ab
S  


 . 

Подставим полученное приближенное значение площади криволинейной 

трапеции в формулу (2.4.1): 

))(...)()(()( 21 n

b

a

fff
n

ab
dxxf  


 . (2.4.2) 

Записанную формулу называют общей формулой прямоугольников. 

Выбрав в качестве произвольной точки промежутка ];[ 1 ii xx   его левый 

конец, то есть, положив ),...,2,1(1 nixii   , получим формулу левых 

прямоугольников: 

 ))(...)()(()( 110 


 n

b

a

xfxfxf
n

ab
dxxf . (2.4.3) 

 

Если в формуле (2.4.2) выбрать в качестве произвольной точки 

промежутка ];[ 1 ii xx   его правый конец ),...,2,1( nixii  , получим формулу 

правых прямоугольников: 

))(...)()(()( 110 


 n

b

a

xfxfxf
n

ab
dxxf . (2.4.4) 

Наконец, если в формуле (2.4.2) выбрать в качестве произвольной точки 

промежутка ];[ 1 ii xx   его середину ),...,2,1(
2

1

2/)12( ni
xx

x ii

ii 


 

 , получим 

формулу средних прямоугольников, которую обычно просто называют 

формулой прямоугольников: 

))(...)()(()( 2/)12(2/32/1 


 n

b

a

xfxfxf
n

ab
dxxf . (2.4.5) 

Из формул (2.4.3) – (2.4.5) легко получить 

 

Алгоритм приближенного вычисления определенного 

интеграла по формулам прямоугольников: 

1. Выбрать число n  отрезков, на которые разбивается промежуток 

интегрирования ];[ ba . 

2. Найти длину одного отрезка 
n

ab
x


 . 

3. Выбрать одну из трех формул левых, правых или средних 

прямоугольников. Для формулы левых прямоугольников положить 
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a1 , для формулы правых прямоугольников xa 1  и для 

формулы средних прямоугольников 
2

1

x
a


 . 

4. Вычислить значения аргумента ),...,3,2(1 nixii   . 

5. Для каждого из имеющихся значений аргумента вычислить значения 

подынтегральной функции )( if  . 

6. Сложить все значения функции и полученную сумму умножить на 

длину одного отрезка x . Полученное произведение считать 

приближенным значением определенного интеграла. 

 

П р и м е р  2.4.1. Вычислите приближенно по формулам прямоугольников 




2

1

0
21 x

dx
. 

Р е ш е н и е . Проведем вычисления с разбиением промежутка 

интегрирования на n  = 10 частей. Тогда 05,0x . Записи будем вести с тремя 

десятичными знаками. 

По формуле левосторонних прямоугольников: 

 

i  0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 

)( if   1 1,001 1,005 1,011 1,021 1,033 1,048 1,068 1,091 1,120 

 

Сумма значений функции равна 10,398, и приближенное значение 

интеграла равно 0,520. 

 

По формуле правосторонних прямоугольников: 

 

i  0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 

)( if   1,001 1,005 1,011 1,021 1,033 1,048 1,068 1,091 1,120 1,155 

 

Сумма значений функции равна 10,533, и приближенное значение 

интеграла – 0,528. 

 

По формуле средних прямоугольников: 

 

i  0,025 0,075 0,125 0,175 0,225 0,275 0,325 0,375 0,425 0,475 

)( if   1,000 1,003 1,008 1,016 1,026 1,040 1,057 1,079 1,105 1,136 

 

Сумма значений функции равна 10,470, и приближенное значение 

интеграла – 0,524. 

Значение данного интеграла по формуле Ньютона – Лейбница с 

точностью до трех десятичных знаков 
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 


2

1

0 0

2

1

2
524,0

6
0arcsin

2

1
arcsinarcsin

1


x

x

dx
. 

 

Рис. 2.4.2. Блок-схема алгоритма приближенного вычисления 

определенного интеграла по формуле левых прямоугольников 

 

Блок-схема алгоритма приближенного вычисления определенного 

интеграла по формуле левых прямоугольников приведена на рис. 2.4.2. В ней 

вместо задания числа n отрезков, на которые разбивается промежуток 

интегрирования, вводится требуемая точность результата ε. Эта точность 
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достигается многократными вычислениями с удвоением числа отрезков. В 

блок-схеме приняты обозначения: h – длина одного отрезка, I0 и I1 – текущее и 

последующее значения интеграла. Для первого входа в цикл им присваиваются 

соответственно значения 0 и ∞ (максимально допустимое значение 

переменной). 

При замене в блок-схеме значения аргумента hiax   на значение 

hiax  )1(  получим формулу правых прямоугольников, а при значении 

hi
h

ax 
2

 – формулу средних прямоугольников. 

 

2.4.2. Формула трапеций 

Еще раз вернемся к криволинейной трапеции (рис. 2.4.3), площадь 

которой численно равна определенному интегралу 
b

a

dxxf )( . 

 
Рис. 2.4.3. Геометрическая люстрация формулы трапеций 

 

Вновь разобьем промежуток интегрирования ];[ ba  на n  равных частей 

точками 

bxxxax n  ,...,,, 210 . 

Длину одного промежутка ];[ 1 ii xx   обозначим 
n

ab
x


  ),...,2,1( ni  . В 

точках деления проведем перпендикуляры к оси Ox до пересечения с графиком 

функции )(xfy   и соединим отрезками концы перпендикуляров. Как видно из 

рисунка 2.4.3 площадь криволинейной трапеции можно считать приближенно 

равной сумме площадей построенных трапеций. Площадь одной трапеции 

равна произведению полусуммы ее оснований (параллельные стороны )(
i

xf ) 

на высоту x , то есть 
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x
xfxf

x
xfxf

x
xfxf

S nn 








 

2

)()(
...

2

)()(

2

)()(
12110 . 

Вынесем общий множитель x  за скобки и сгруппируем слагаемые с 

одинаковыми индексами 



















 )(...)()(

2

)()(

121

0

n

n xfxfxf
xfxf

xS . 

Так как площадь криволинейной трапеции – это определенный интеграл, 

и, заменяя x  его значением, получим формулу трапеций 





















 )(...)()(
2

)()(
)(

121

0

n

n
b

a

xfxfxf
xfxf

n

ab
dxxf . (2.4.6) 

Сравнивая полученную формулу с формулами прямоугольников, видим, 

что алгоритм приближенных вычислений определенного интеграла по формуле 

трапеций легко получается небольшим изменением алгоритма вычислений по 

формулам прямоугольников. 

П р и м е р  2.4.2. Вычислите приближенно по формуле трапеций 




2

1

0
21 x

dx
. 

Р е ш е н и е . Проведем вычисления с разбиением промежутка 

интегрирования на n  = 10 частей. Тогда 1,0x . Записи будем вести с тремя 

десятичными знаками. 

По формуле трапеций: 

 

ix  0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 

)( ixf  1 1,001 1,005 1,011 1,021 1,033 1,048 1,068 1,091 1,120 1,155 

 

Сложение полусуммы двух крайних значений функции со всеми 

остальными дает результат 10,4465. Умножив его на 0,05, получаем 

приближенное значение интеграла 0,522. 

2.4.3. Формула Симпсона 

Пусть на отрезке ];[ dc  функция )(xfy   задана тремя точками: на 

концах отрезка и в его середине )( и 
2

),(
321

dfy
dc

fycfy 


 







. Для 

приближенного вычисления определенного интеграла 
d

c

dxxf )(  заменим 

функцию )(xf  на этом промежутке многочленом Лагранжа второй степени 
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3212
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dc

d
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dc

x

y

d
dc

c
dc

dxcx
y

dc
dc

c

dx
dc

x

yxL






















































































. 

Выполним вычитание в скобках 

)(
2

)(
2

2

22

))((

)(
2

)(
2

2

)(
3212

cd
cd

cx
dcx

y
dccd

dxcx
y

dc
dc

dx
dcx

yxL






















 . 

После деления дробей получим 

222 )(

))(2(

)(

))((
4

)(

))(2(
)(

3212
cd

cxdcx
y

cd

dxcx
y

cd

dxdcx
yxL














 . 

Вынесем общий множитель за скобки и раскроем скобки в числителях 

дробей, группируя слагаемые по степеням переменной x  




 ])([4)]()3(2[{
)(

1
)( 2

2

2

122 cdxdcxydcdxdcxy
cd

xL  

)]}()3(2[ 2

3 dccxdcxy  . (2.4.7) 

Проинтегрируем по промежутку ];[ dc  коэффициенты при 321  и , yyy  в 

выражении (2.4.7) 


d

c

d

c

xdcd
x

dc
x

dxdcdxdcx )(
2

)3(
3

2
))()3(2(

23

2  







 ))((
2

)3(
3

)(2 2233

cddcd
cd

dc
cd

 




 )](6))(3(3)(4[
6

22 dcdcddcccdd
cd

 

6

)(
)12(

6

3

22 cd
ccdd

cd 



 . 

Нетрудно убедиться (выполните вычисления самостоятельно), что 

6

)(
))()3(2(  и  

6

)(
))((

3

2

3

2 cd
dxdccxdcx

cd
dxcdxdcx

d

c

d

c





  . 

С учетом вычисленных интегралов получим 

 



d

c

yyy
cd

dxxL )4(
6

)(
)(

3212
. (2.4.8) 

Теперь рассмотрим интеграл 
b

a

dxxf )( . Разобьем промежуток 

интегрирования ];[ ba  на четное число n=2m частей точками mxxxx 2210 ...,,, . 

Длину одного промежутка ];[ 1ii xx  обозначим 
m

ab

n

ab
h

2





  

)12...,,1,0(  mi . На промежутке ];[ )1(22 ii xx  подынтегральную функцию )(xf  
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заменим многочленом Лагранжа второй степени (параболой, рис. 2.4.4) с 

узлами )1(2122 ,,  iii xxx  )1...,,1,0(  mi . Тогда в соответствии с (2.4.8) 












)1(2

2

)1(2

2

)4(
6

)()( )1(2122

2)1(2

2

i

i

i

i

x

x

iii

ii
x

x

yyy
xx

dxxLdxxf , 

где )( kk xfy    )2...,,1,0( mk  . Длина промежутка ];[ )1(22 ii xx  равна 2h. 

Поэтому 

)4(
3

)( )1(2122

)1(2

2

 





iii

x

x

yyy
n

ab
dxxf

i

i

. 

Исходный интеграл представим как сумму интегралов по всем 

промежуткам ];[ )1(22 ii xx  для 1...,,1,0  mi . Тогда 

)42...2424(
3

)( 122243210 mmm

b

a

yyyyyyyy
n

ab
dxxf 


  . (2.4.9) 

Равенство 2.4.9 называют квадратурной формулой Симпсона или 

формулой парабол. 

 

 
Рис. 2.4.4. Геометрическая иллюстрация формулы Симпсона 

 

Для удобства программирования вычислений с применением формулы 

Симпсона ее нужно немного изменить. В конце суммы в скобках добавим 

слагаемое my2  и его же вычтем из первого слагаемого, а также вынесем 

множитель 2 за скобки. Формула Симпсона примет вид 












  mm

m
b

a

yyyyyy
yy

n

ab
dxxf 124321

20 2...22
23

)(2
)(  

или в более краткой записи 

















 




m

i
ii

m
b

a

yy
yy

n

ab
dxxf

1
212

20 )2(
23

)(2
)(  (2.4.10) 
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Алгоритм вычислений по формуле 2.4.10 легко получается 

незначительным редактированием блок-схемы рис. 2.4.2. 

П р и м е р  2.4.3. Вычислите приближенно по формуле Симпсона 




2

1

0
21 x

dx
. 

Р е ш е н и е . Проведем вычисления с разбиением промежутка 

интегрирования на n  = 10 частей. Тогда 0167,0
3




n

ab
. Записи будем вести с 

тремя десятичными знаками. 

По формуле Симпсона: 

 

ix  0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5 

)( ixf  1 1,001 1,005 1,011 1,021 1,033 1,048 1,068 1,091 1,120 1,155 

k  1 4 2 4 2 4 2 4 2 4 1 

)( ixkf  1 4,004 2,010 4,044 2,042 4,132 2,096 4,272 2,182 4,480 1,155 

 

Сумма чисел последней строки таблицы равна 31,417, и приближенное 

значение интеграла 0,525. 

 

2.4.4. Квадратурная формула Гаусса 

В интеграле 
d

c

dxxf )(  сделаем замену переменной 

cd

cdx
t






)(2
. (2.4.11) 

В соответствии с ней новый нижний предел 1
)(2







cd

cdc
tн  и новый 

верхний предел 1
)(2







cd

cdd
tв . Продифференцируем равенство 2.4.11 

cd

dx
dt




2
, откуда dt

cd
dx

2


 . Из 2.4.11 )(

2

1
)(

2

1
cdtcdx  . Тогда 

















1

1

)(
2

1
)(

2

1

2
)( dtcdtcdf

cd
dxxf

d

c

. (2.4.12) 

Обозначим для краткости )()(
2

1
)(

2

1
tcdtcdf 








 , получим 







1

1

)(
2

)( dtt
cd

dxxf
d

c

 . (2.4.13) 

Таким образом, вычисление интеграла на произвольном отрезке ];[ dc  

свелось к вычислению интеграла на промежутке [–1; 1].  
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Построим криволинейную трапецию, площадь которой равна 


1

1

)( dtt  

(рис. 2.4.5).  

 
Рис. 2.4.5. Геометрическая иллюстрация формулы Гаусса 

 

На графике функции )(tz   возьмем две точки 1A  и 2A  с абсциссами 1t  

и 2t  соответственно и проведем секущую 21AA . Координаты этих точек 

);( 111 ztA  и );( 222 ztA , где )( 11 tz   и )( 22 tz  . Уравнение секущей по формуле 

уравнения прямой, проходящей через две точки имеет вид 

12

1

12

1

tt

tt

zz

zz









. 

Приведем это уравнение к виду уравнения прямой с угловым коэффициентом. 

Для этого в дроби справа выполним почленное деление и умножим обе части 

на 12 zz   

1

12

12

12

12
1 t

tt

zz
t

tt

zz
zz









 . 

Перенесем 1z  вправо 

1

12

12
1

12

12 t
tt

zz
zt

tt

zz
z









 . 

Два последних слагаемых приведем к общему знаменателю 

12

1221

12

12

tt

tztz
t

tt

zz
z









 . 

Значения аргумента 1t  и 2t  (положение точек 1A  и 2A ) выберем так, чтобы 

площадь прямолинейной трапеции точно совпала с площадью криволинейной 

трапеции (рис. 2.4.5), то есть, чтобы выполнялось равенство 

















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 1

1

1

1 12

1221

12

12 )( dttdt
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tztz
t

tt
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 . (2.4.14) 
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Естественно, что для каждой конкретной функции )(t  искомые значения 

1t  и 2t  будут свои. Для получения универсального решения заменим функцию 

)(t  на промежутке ]1;1[  интерполяционным многочленом третьей степени 
3

3
2

2103 )( tatataatP  . (2.4.15) 

Тогда задача сводится к поиску таких значений 1t  и 2t , чтобы при любых 

значениях коэффициентов многочлена (2.4.15) выполнялось равенство 





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. (2.4.16) 

Из курса математического анализа известно, что интеграл с равными по 

величине и противоположными по знаку пределами от нечетной функции равен 

0. А для четной функции такой интеграл равен удвоенному интегралу от этой 

функции от 0 до верхнего предела. Поэтому равенство (2.4.16) примет вид 

 


 1

0

2
20

1

0 12

1221 )(22 dttaadt
tt

tztz
. 

После деления обеих частей равенства на 2 и интегрирования получим 

20
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1221

3

1
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tt

tztz





. 

В дроби слева выполним почленное деление 

202
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1
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1
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t
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tt

t






. 

Подставим сюда значения 1z  и 2z , заменив, естественно, функцию )(t  

многочленом (2.4.15) 

20
3
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22210

12

13
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12110
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Сгруппируем левую часть по коэффициентам многочлена (2.4.15) 

20
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3
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210
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1
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
 . 

После разложения дробей в левой части на множители и сокращения 

получим 

20321212210
3

1
)( aaattttatta  . 

Это равенство справедливо при любых значениях коэффициентов 

многочлена (2.4.15), если 
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Эта система уравнений имеет два решения 
3

1
1 t , 

3

1
2 t  и 

3

1
1 t , 

3

1
2 t . Выберем первое из них 
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
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
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Подставим сюда найденные значения 1t  и 2t  

21

211

1 12

1221
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3

1
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1
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1

3

1
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



















. 

Таким образом,  





































 3

1

3

11

1 12

1221

12

12 dt
tt

tztz
t

tt

zz
. 

Это получена площадь прямолинейной трапеции (рис. 2.4.5), точно 

совпадающая с площадью криволинейной трапеции, ограниченной сверху 

графиком интерполяционного многочлена третьей степени (2.4.15). Значит, это 

приближенное значение площади криволинейной трапеции, ограниченной 

сверху графиком функции )(tz  , то есть 




















 3

1

3

1
)(

1

1

 dtt . 

Тогда, в соответствии с (2.4.13) 















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







3

1
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2
)( 
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dxxf

d

c
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Вспомнив, что 







 )(

2

1
)(

2

1
)( cdtcdft , получаем 



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
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
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В записи аргументов функции f  в скобке )( cd   вычтем и добавим c  
















 

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
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
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 
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
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


3223222
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cdcd
cf

cdcd
cf

cd
dxxf

d

c

 (2.4.17) 

Теперь рассмотрим интеграл 
b

a

dxxf )( . Разобьем промежуток 

интегрирования ];[ ba  на n  равных частей точками bxxxxa n  ...,,,, 210 . Длину 

одной части обозначим 
n

ab
xxh ii


 1  1,...,2,1,0  ni . Представим наш 

интеграл как сумму интегралов по всем полученным промежуткам 
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  







b

a

n

i

x

x

i

i

dxxfdxxf
1

0

1

)()( . 

Каждое из слагаемых вычислим приближенно по формуле (2.4.17), 

положив в ней 1,  ii xdxc . Тогда hxxcd ii  1 . В результате получим 

формулу Гаусса 

 






























b

a

n

i
ii

hh
xf

hh
xf

h
dxxf

1

0 3223222
)( . (2.4.18) 

П р и м е р  2.4.. Вычислите приближенно по формуле Гаусса 




2

1

0
21 x

dx
. 

Р е ш е н и е . Проведем вычисления с разбиением промежутка 

интегрирования на n  = 5 частей. Тогда 1,0


n

ab
. Записи будем вести с тремя 

десятичными знаками. 

 

ix  0 0,1 0,2 0,3 0,4 

322

hh
xi   0,021 0,079 0,121 0,179 0,221 0,279 0,321 0,379 0,421 0,479 

f  1,000 1,003 1,007 1,016 1,025 1,041 1,056 1,081 1,102 1,139 

 

Сумма чисел последней строки таблицы равна 10,47. Умножив ее на 

половину шага, получим приближенное значение интеграла 0,524. 

Алгоритм вычисления определенного интеграла по формуле Гаусса 

сохраняет структуру, показанную на рис. 2.4.2 с небольшими изменениями в 

цикле для подсчета суммы. 

 

2.5. Численное решение обыкновенных 
дифференциальных уравнений 

Математические модели многих явлений природы и технических 

процессов описываются дифференциальными уравнениями. В то же время 

аналитическое решение имеют только отдельные классы таких уравнений. Если 

говорить об обыкновенных дифференциальных уравнениях первого порядка, то 

к ним относятся уравнения с разделяющимися переменными, однородные, 

линейные, уравнения в полных дифференциалах. Поэтому естественно 

возникает вопрос о численном решении обыкновенных дифференциальных 

уравнений. 

Пусть дано дифференциальное уравнение 

),( yxfy  . (2.5.1) 
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Основная задача, связанная с этим уравнением, известна как задача 

Коши. Она состоит в поиске решения уравнения (2.5.1) в виде функции 

)(xyy  , удовлетворяющей начальному условию 

00 )( yxy  . (2.5.2) 

 Будем искать неизвестную функцию )(xyy   на промежутке ];[ 0 bx  с 

шагом h , то есть получим ее в виде таблицы 2.5.1. 

Таблица 2.5.1 

x  0x  1x  2x  . . . bxn   
,  

y  
0y  1y  2y  . . . ny  

)1,...,1,0(1  nihxx ii  

 

Если в задаче требуется найти значение неизвестной функции )(xyy   в 

любой точке промежутка ];[ 0 bx , то после получения таблицы 2.5.1 применяют 

любой способ аппроксимации. При необходимости найти только значение )(by  

результаты 121 ,...,, nyyy  рассматривают как промежуточные. 

 

2.5.1. Метод Эйлера 

Проинтегрируем равенство (2.5.1) по промежутку ],[ 1ii xx  





11

))(,()(
i

i

i

i

x

x

x

x

dxxyxfdxxy . 

По свойству неопределенного интеграла от дифференциала слева получаем 




 
1

1 ))(,()(
i

i

i

i

x

x

x

x
dxxyxfxy , 

или 






1

))(,()()( 1

i

i

x

x

ii dxxyxfxyxy , 

то есть 






1

))(,(1

i

i

x

x

ii dxxyxfyy . 

К интегралу в правой части равенства применим приближенную формулу 

левосторонних прямоугольников без разбиения отрезка ],[ 1ii xx  на части 

)())(,( 11 iiiiii xxxyxfyy   . 

Так как длина отрезка ],[ 1ii xx  равна h , и, перенося iy  вправо, получим 

формулу Эйлера 

),(1 iiii yxfhyy  , (2.5.3) 

которая позволяет последовательно получать приближенные значения искомой 

функции при 1,...,1,0  ni . 
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П р и м е р  2.5.1. Решите аналитически задачу Коши 

x

y

x
y 

3
,    0)1( y . 

Получите численное решение этой задачи для промежутка [1; 2] с шагом 1,0h

. Сравните полученные решения. 

Р е ш е н и е . Исходное уравнение линейное 
xx

y
y

3
 . Сделаем в нем 

подстановку uvy   и соответственно vuvuy  : 

xx

uv
vuvu

3
 . 

Группируя второе и третье слагаемые в левой части, получим: 

xx

v
vuvu

3









 . 

Приравниваем нулю выражение в скобках и получаем уравнение с 

разделяющимися переменными относительно функции v : 0
x

v
v . Тогда 

x

v

dx

dv
 , или 

x

dx

v

dv
 . После интегрирования и потенцирования получаем 

x
v

1
 . 

Подставим найденную функцию v  в уравнение, полученное после 

группировки: 
xx

u 3



. Тогда 3u  и Cxu  3 . Таким образом, общее решение 

данного уравнения 
x

C
y  3 . Подставив в него начальное условие 

1
30

C
 , 

находим значение 3C . Значит, искомое частное решение 
x

y
3

3  . 

Построим таблицу 2.5.2, в которой для номеров 10,...,1,0i  приведем 

значения аргумента ix , соответствующие им значения функции iy , полученные 

методом Эйлера, и значения этой же функции, полученной аналитическим 

решением. 

 

 Таблица 2.5.2 

i  ix  









i

i

i

ii
x

y

x
yy

3
1.01  

i

i
x

y
3

3   

0 1 0 0 

1 1,1 0,3 0,272727 

2 1,2 0,545455 0,5 

3 1,3 0,75 0,692308 



98 
 

4 1,4 0,923077 0,857143 

5 1,5 1,071429 1 

6 1,6 1,2 1,125 

7 1,7 1,3125 1,235294 

8 1,8 1,411765 1,333333 

9 1,9 1,5 1,421053 

10 2 1,578947 1,5 

 

Наглядное представление о качестве приближенного решения 

разобранного в примере дифференциального уравнения методом Эйлера дает 

рис. 2.5.1. На нем сплошной линией изображен график аналитического решения 

и штрихами – приближенного решения методом Эйлера. 

 

 
Рис. 2.5.1. Иллюстрация решения уравнения методом Эйлера 

 

Из формулы (2.5.3) очевиден алгоритм метода Эйлера, блок-схема 

которого изображена на рис. 2.5.2. 

Методу Эйлера легко дать геометрическую интерпретацию. Известно 

уравнение касательной к графику функции )(xyy   в точке с абсциссой 0x : 

)()( 000 xxxyyy  . 

Запишем уравнение касательной к графику нашей неизвестной функции 

)(xyy   из уравнения (2.5.1) в точке с абсциссой ix : 
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Рис. 2.5.2. Блок-схема метода Эйлера 

 

 )()( iii xxxyyy  . 

В соответствии с (2.5.1) оно примет вид 

)(),( iiii xxyxfyy   или 

)(),( iiii xxyxfyy  . 

Для получения приближенного значения неизвестной функции )(xyy   в 

точке 1ix  заменим эту функцию касательной к ее графику, то есть подставим 

1ix  в уравнение касательной 

)(),( 11 iiiiii xxyxfyy   . 

Так как hxx ii 1 , получаем 

),(1 iiii yxfhyy  . 

Это полученная ранее формула Эйлера (2.5.3). 

 

Таким образом, геометрически метод Эйлера состоит в замене на каждом 

отрезке ];[ 1ii xx  неизвестной кривой )(xyy   приближенной касательной к 

ней, то есть кривая заменяется ломаной. Ее называют ломаной Эйлера (рис 

2.5.3), а метод  Эйлера – методом ломаных. 
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Рис. 2.5.3. Геометрическая интерпретация метода Эйлера  

(ломаная Эйлера) 

 

2.5.2. Уточненный метод Эйлера 

 

При численном решении обыкновенного дифференциального уравнения 

методом Эйлера на каждом шаге возникает ошибка из-за замены дуги графика 

функции отрезком касательной. На последующих шагах эта ошибка 

накапливается, что хорошо видно в разобранном примере 2.5.1. Следует 

ожидать, что шаговая ошибка окажется меньше, если при получении 

очередного значения неизвестной функции использовать не одно предыдущее 

значение, как это делается в методе Эйлера, а два. 

Проинтегрируем обе части равенства (2.5.1) по промежутку ];[ 11  ii xx  











1

1

1

1

))(,()(
i

i

i

i

x

x

x

x

dxxyxfdxxy . 

По свойству неопределенного интеграла от дифференциала слева получаем 











1

1

1

1
))(,()(

i

i

i

i

x

x

x

x
dxxyxfxy , 

или 






 

1

1

))(,()()( 11

i

i

x

x

ii dxxyxfxyxy , 

то есть 






 

1

1

))(,(11

i

i

x

x

ii dxxyxfyy . 
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К интегралу в правой части равенства применим приближенную формулу 

средних прямоугольников с разбиением отрезка ],[ 11  ii xx  на две равные части 

)())(,( 1111   iiiiii xxxyxfyy . 

Так как длина отрезка ],[ 11  ii xx  равна h2 , и, перенося 1iy  вправо, получим 

уточненную формулу Эйлера 

),(211 iiii yxfhyy   . (2.5.4) 

Естественно, что полученной формулой можно пользоваться для 

вычисления очередных значений неизвестной функции )(xyy  , начиная со 

значения 2y , т. е. для ,...2,1i . Но для получения 2y  необходимо иметь два 

предыдущих значения 0y  и 1y , а мы располагаем только одним значением 0y  

(2.5.2). Поэтому поступим следующим образом. Сначала методом Эйлера с 

половинным шагом получим приближенное значение функции )(xyy   в 

середине отрезка ],[ 10 xx  

),(
2

000

2

1 yxf
h

yy  . (2.5.5) 

Затем уточненным методом Эйлера с половинным шагом найдем значение 
















2

1001 ,
2

y
h

xfhyy . (2.5.6) 

Далее, имея два значения 0y  и 1y , получаем уточненным методом Эйлера 

значения )()(),...,(),( 3322 byxyyxyyxyy nn  . Процесс получения значения 

1y  называют "разгоном" уточненного метода Эйлера. 

Таким образом, получен алгоритм уточненного метода Эйлера: 

1. Выполнить "разгон" по формулам (2.5.5) и (2.5.6). 

2. Получать последующие значения функции )(xyy   по формуле (2.5.4), 

пока не будет найдено значение )(by . 

Блок-схема алгоритма уточненного метода Эйлера легко получается 

модификацией блок-схемы на рис. 2.5.2. Постройте эту блок-схему 

самостоятельно. 

П р и м е р  2.5.2. Получите численное решение задачи Коши 

x

y

x
y 

3
,    0)1( y . 

для промежутка [1; 2] с шагом 1,0h . Сравните полученное решение с 

решением этой же задачи в примере 2.5.1. 

Р е ш е н и е . Выполним "разгон": 

15,0
1

0

1

3
05,00),(

2
000

2

1 







 yxf

h
yy ; 

271429,0
05,1

15,0

05,1

3
1,00,

2
2

1001 






















 y

h
xfhyy . 
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Результаты остальных вычислений по формуле (2.5.4) занесем в таблицу 

2.5.3, поместив в нее также результаты из примера 2.5.1. 

 Таблица 2.5.3 

i  ix  
Уточненный 

метод 

Метод 

Эйлера 

Точные 

значения 

0 1 0 0 0 

1 1,1 0,271429 0,3 0,272727 

2 1,2 0,496104 0,545455 0,5 

3 1,3 0,688745 0,75 0,692308 

4 1,4 0,851682 0,923077 0,857143 

5 1,5 0,995647 1,071429 1 

6 1,6 1,118929 1,2 1,125 

7 1,7 1,230781 1,3125 1,235294 

8 1,8 1,327072 1,411765 1,333333 

9 1,9 1,416662 1,5 1,421053 

10 2 1,493739 1,578947 1,5 

 

2.5.3. Метод Рунге – Кутта 

Для приближенных вычислений значений функции широко применяют 

разложение ее в ряд и, в частности, в ряд Тейлора. Запишем разложение в ряд 

Тейлора в окрестности точки ix , то есть по степеням множителя )( ixx  , нашей 

неизвестной функции )(xyy   из уравнения (2.5.1) 

...)(
!

)(
...)(

!2

)(
))(()()(

)(
2 


 m

i
i

m

i
i

iii xx
m

xy
xx

xy
xxxyxyxy  (2.5.7) 

Подставив в равенство (2.5.7) 1 ixx , с учетом того, что hxx ii 1 , 

получим 

...)(
!

...)(
!2

)()()( )(
2

1  i
m

m

iiii xy
m

h
xy

h
xyhxyxy  (2.5.8) 

Естественно, что в практических вычислениях бесконечный ряд (2.5.8) 

приходится обрывать, ограничиваясь конечным числом слагаемых. Если в 

равенстве (2.5.8) оставить справа только два слагаемых, то, с учетом (2.5.1), 

получим формулу Эйлера 

),()()( 1 iiii yxhfxyxy  . 

Если же использовать в равенстве (2.5.8) более двух слагаемых, то 

возникает необходимость на каждом шаге вычислять частные производные 

функции ),( yxf . Идея построения методов Рунге – Кутта порядка p  состоит в 

получении очередного приближенного значения по формуле вида 

),,(1 hyxhyy iiii  , (2.5.9) 

где ),,( hyx  – подходящая функция, заменяющая сумму слагаемых равенства 

(2.5.8), содержащих производные функции )(xy  порядка от 1 до p , и не 

содержащая частных производных функции ),( yxf . 
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Полагая в равенстве (2.5.9) ),(),,( yxfhyx  , получим формулу Эйлера, 

то есть метод Эйлера можно считать методом Рунге – Кутта первого порядка. 

Рассмотрим метод Рунге – Кутта второго порядка, то есть в равенстве 

(2.5.8) ограничимся тремя слагаемыми 

)(
2

)()()(
2

1 iiii xy
h

xyhxyxy  . (2.5.10) 

По условию (2.5.1) ),()( yxfxy  . Тогда 
xyx yyxfyxfxy ),(),()(  

),(),(),( yxfyxfyxf yx  . И равенство (2.5.10) примет вид 

 ),(),(),(
2

),(
2

1 iiiiyiixiiii yxfyxfyxf
h

yxhfyy   

и, после вынесения h  за скобки 

 







 ),(),(),(

2
),(1 iiiiyiixiiii yxfyxfyxf

h
yxfhyy . (2.5.11) 

Выберем для равенства (2.5.9) функцию 

)),(,(),(),,( 21 yxbhfyahxfcyxfchyx  , (2.5.12) 

где 21,,, ccba  – подходящие коэффициенты. 

Рассматривая в функции двух переменных )),(,( yxbhfyahxf   

величины ah  и ),( yxbhf  как приращения аргументов и заменяя приращение 

функции ее дифференциалом, получим 

),(),(),(),()),(,( yxbhfyxfahyxfyxfyxbhfyahxf yx
 . 

 Тогда 

 ),(),(),(),(),(),,( 21 yxbhfyxfahyxfyxfcyxfchyx yx
  

или 

 ),(),(),(),()(),,( 2221 yxfyxfbcyxfachyxfcchyx yx
 . 

Подставим это представление функции ),,( hyx  в равенство (2.5.9): 

 ]),(),(),(),()[( 22211 iiiiyiixiiii yxfyxfbcyxfachyxfcchyy  . 

Полученное равенство совпадает с равенством (2.5.11), если параметры 

21,,, ccba  удовлетворяют совокупности условий 















.5,0

5,0

1

2

2

21

bc

ac

cc

 

Четыре параметра 21,,, ccba  должны удовлетворять системе трех 

уравнений. Поэтому один из них может быть выбран произвольно. Например, 

2c  )0(  . Тогда 11c , 
2

1
a , 

2

1
b . 

Подставим эти значения в (2.5.12) 









 ),(

2
,

2
),()1(),,( yxf

h
y

h
xfyxfhyx


  
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и полученную функцию ),,( hyx  в (2.5.9) 

















 ),(

2
,

2
),()1(1 iiiiiiii yxf

h
y

h
xfyxfhyy


 . (2.5.13) 

Это равенство и задает множество методов Рунге – Кутта второго 

порядка. 

Из равенства (2.5.13) следует алгоритм приближенного решения 

обыкновенного дифференциального уравнения методом Рунге – Кутта второго 

порядка: 

1. Выбрать 0 . 

2. Для каждого номера ,..2,1,0i  выполнить пункты 3 – 6. 

3. Вычислить ),(1 ii
i yxfk  . 

4. Вычислить 







 i

ii
i k

h
y

h
xfk 12

2
,

2 
. 

5. Найти поправку  ii
i kkhy 21)1(   . 

6. Вычислить очередное значение iii yyy 1 . 

П р и м е р  2.5.3. Получите численное решение задачи Коши 

x

y

x
y 

3
,    0)1( y . 

для промежутка [1; 2] с шагом 1,0h  методом Рунге – Кутта второго порядка с 

25,0 .  

Р е ш е н и е . Процесс решения представим таблицей 2.5.4, которую 

дополним столбцом значений точного решения. 

 Таблица 2.5.4 

i  ix  iy  ik1  ik2  iy  
Точные 

значения iy  

0 1 0 3 2 0,275 0 

1 1,1 0,275 2,477273 1,715035 0,228671 0,272727 

2 1,2 0,503671 2,080274 1,485910 0,193168 0,5 

3 1,3 0,696840 1,771662 1,299219 0,165355 0,692308 

4 1,4 0,862195 1,527004 1,145253 0,143157 0,857143 

5 1,5 1,005351 1,329766 1,016880 0,125154 1 

6 1,6 1,130506 1,168434 0,908782 0,110352 1,125 

7 1,7 1,240858 1,034790 0,816939 0,098033 1,235294 

8 1,8 1,338891 0,922839 0,738271 0,087670 1,333333 

9 1,9 1,426560 0,828126 0,670388 0,078869 1,421053 

10 2 1,505429 0,747285 0,611415 0,071332 1,5 

 

Аналогично тому, как был получен метод Рунге – Кутта второго порядка, 

получают методы Рунге – Кутта более высоких порядков. Когда говорят о 

методе Рунге – Кутта без каких-либо дополнительных сведений, имеют в виду 
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наиболее употребительный метод четвертого порядка. Не вдаваясь в теорию, 

просто сформулируем его алгоритм: 

1. Для каждого номера ,..2,1,0i  выполнить пункты 2 – 7. 

2. Вычислить )y,x(fk
ii

i

1
 . 

3. Вычислить 







 i

ii
i k

h
y

h
xfk 12

2
,

2
. 

4. Вычислить 







 i

ii
i k

h
y

h
xfk 23

2
,

2
. 

5. Вычислить  i
ii

i hkyhxfk 34 ,  . 

6. Найти поправку  iiii
i kkkk

h
y 4321 22

6
 . 

7. Вычислить очередное значение iii yyy 1 . 

 

П р и м е р  2.5.4. Получите численное решение задачи Коши 

x

y

x
y 

3
,    0)1( y . 

для промежутка [1; 2] с шагом 1,0h  методом Рунге – Кутта второго 

(четвертого порядка). 

Р е ш е н и е . Процесс решения представим таблицей 2.5.5, которую 

дополним столбцом значений точного решения. 

 Таблица 2.5.5 

i  ix  iy  ik1  ik2  ik3  ik4  iy  
Точные 

значения iy  

0 1 0 3 2,714286 2,727891 2,479283 0,272727 0 

1 1,1 0,272727 2,479339 2,263744 2,273118 2,083301 0,227273 0,272727 

2 1,2 0,5 2,083333 1,916667 1,923333 1,775128 0,192308 0,5 

3 1,3 0,692308 1,775148 1,643655 1,648526 1,530600 0,164835 0,692308 

4 1,4 0,857143 1,530612 1,425053 1,428693 1,333325 0,142857 0,857143 

5 1,5 1 1,333333 1,247312 1,250027 1,171870 0,125000 1 

6 1,6 1,125 1,171875 1,100852 1,103004 1,038059 0,110294 1,125 

7 1,7 1,235294 1,038062 0,978744 0,980439 0,925923 0,098039 1,235294 

8 1,8 1,333333 0,925926 0,875876 0,877229 0,831023 0,087719 1,333333 

9 1,9 1,421053 0,831025 0,788408 0,789501 0,749999 0,078947 1,421053 

10 2 1,5 0,75 0,713415 0,714307 0,680271 0,071429 1,5 

 

2.5.4. Метод Рунге-Кутта для решения систем дифференциальных 
уравнений 

Метод Рунге-Кутта может быть применен и к решению систем 

дифференциальных уравнений. 

Пусть задана система дифференциальных уравнений первого порядка: 
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







)z,y,x(gz

),z,y,x(fy
 

с начальными условиями 
00000

z)x(z,y)x(y,xx  , через h  обозначен 

шаг изменения аргумента. 

Вычислим значения функций в точках 

)z,y,x(hfk
iii

i 
1

, 

)z,y,x(hgt
iii

i 
1

, 











222

11

2

i

i

i

ii

i t
z,

k
y,

h
xhfk , 











222

11

2

i

i

i

ii

i t
z,

k
y,

h
xhgt , 











222

22

3

i

i

i

ii

i t
z,

k
y,

h
xhfk , 











222

22

3

i

i

i

ii

i t
z,

k
y,

h
xhgt , 

 i

i

i

ii

i tz,ky,hxhfk
334

 , 

 i

i

i

ii

i tz,ky,hxhgt
334

 . 

Таким образом, каждое последующее значение аргумента и функции 

вычисляется по формулам: 



























,...,i

,zzz

,yyy

,hxx

iii

iii

ii

10

1

1

1

 

где  

   iiii

i

iiii

i
ttttz,kkkky

43214321
22

6

1
22

6

1
  

В результате итеративных вычислений получим таблицу 2.5.6 значений 

искомых функций  

Таблица 2.5.6. 

0
xx   hxx 

01
 hxx 

12
 . . . 

0
yy   

001
yyy   

112
yyy   . . . 

0
zz   

001
zzz   

112
zzz   . . . 

 

Пример 2.5.5. Задана система дифференциальных уравнений 
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









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
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xz

y
z

,
z

xy
y

2

2

 

с начальными условиями 1150
000
 z;y;,x . Найти решение системы от 

50,x   до 70,x   с шагом 10,h  . Вычисления вести с пятью знаками после 

запятой и результаты представить в виде таблицы. 

Решение. Найдем числа 
44332211

t,k,t,k,t,k,t,k : 
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Следовательно, 
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133010132720133021329902133330
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И получаем значение функции в точке 60,x  : 

150021150201
001

,,yyy  ; 

;,,zzz 1330111330101
001

  

 60
01

,hxx  . 

Полученные результаты представим в виде таблицы 

x  50
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,z   … 

 

Для нахождения следующих значений 
222

z,y,x  повторим вычисления 

опираясь на результаты предыдущего шага. 
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
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Следовательно, 

13249013229013249021324802132720
6

1

15010015016015010021500902150050
6

1

1

1

,),,,,(z

,,),,,,(y





 

И получаем значение функции в точке 60,x  : 

300121150100150021
112

,,,yyy  ; 

;,,,zzz 26551132490133011
112

  

70
12

,hxx  . 

Полученные результаты представим в виде таблицы 

x  50
0

,x   60
1

,x   70
2

,x   

y  1
0
y  150021

1
,y   300121

1
,y   

z  1
0
z  133011

1
,z   126551

1
,z   

 

Блок схема для решения этого примера выглядит так как показано на рис. 

2.5.4. 
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Рис. 2.5.4. Блок схема для решения системы дифференциальных уравнений 

 

Данные расчетов полученных на основе блок схемы приводятся на рис. 

2.5.5. 

x y z h n 

       0,5 1 1 0,1 10 

       

            k1 t1 k2 t2 k3 t3 k4 t4 

 
x y z 

0,15000 0,13333 0,15000 0,13299 0,15002 0,13300 0,15005 0,13272 

 

0,6 1,150016 1,133007 

0,15005 0,13272 0,15009 0,13248 0,15010 0,13249 0,15016 0,13229 

 

0,7 1,300113 1,265501 

0,15016 0,13229 0,15022 0,13213 0,15023 0,13213 0,15030 0,13199 

 

0,8 1,45034 1,397634 

0,15030 0,13199 0,15038 0,13187 0,15039 0,13188 0,15047 0,13177 

 

0,9 1,600725 1,529511 

0,15047 0,13177 0,15055 0,13169 0,15056 0,13169 0,15065 0,13162 

 

1 1,751283 1,661201 

0,15065 0,13162 0,15074 0,13155 0,15074 0,13156 0,15083 0,13150 

 

1,1 1,902023 1,792757 

0,15083 0,13150 0,15092 0,13146 0,15093 0,13146 0,15102 0,13142 

 

1,2 2,052947 1,924217 
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0,15102 0,13142 0,15111 0,13139 0,15111 0,13139 0,15120 0,13137 

 

1,3 2,204057 2,055609 

0,15120 0,13137 0,15129 0,13134 0,15130 0,13135 0,15138 0,13133 

 

1,4 2,35535 2,186954 

0,15138 0,13133 0,15147 0,13131 0,15148 0,13132 0,15156 0,13131 

 

1,5 2,506824 2,318271 

Рис. 2.5.5. Данные расчетов 

 

2.5.5. Метод конечных разностей для решения краевых задач 

В краевых задачах для нахождения частного решения дифференциальных 

уравнений на искомую функцию и ее производные накладывается не одно 

условие, как в задаче Коши, а несколько условия, которые задаются при двух 

значениях a и b независимой переменой х. 

Рассмотрим решение краевой задачи на примере дифференциального 

уравнения второго порядка 

)x(zy)x(gy)x(py   

с линейными краевыми условиями 









B)b(y)b(y

A)a(y)a(y

10

10




 

где )x(z),x(g),x(p,, 00
1010
   - известные непрерывные 

функции независимой переменной x. Величины 
1010

 ,,,,B,A  - известные 

константы. 

Решением этого уравнения будет такая функция )x(y , которая 

одновременно удовлетворяет как функциональному уравнению, так и системе 

граничных условий. 

Одним из наиболее простых методов этой краевой задачи является 

сведения ее к системе линейных уравнений. 

Сделаем следующие построения. Разобьем отрезок  b,a  на n  разных 

частей длины h, где n/)ab(h  . В результате получаются точки 

n,i,ihax
i

0  в которых требуется найти искомые значения )x(yy
ii

  - 

решение. 

Все производные в дифференциальном уравнении заменяются их 

конечно-разностным выражением. При этом первая производная )x(y'y
ii

  

рассчитывается с помощью среднего арифметического первых конечных 

разностей: 

h

yy

h

yy
'y iiii

i
22

1
11









 
  , 

а вторая через вторую конечную разность: 

2

11
22

h

yyy
y iii

i




 . 

 

Для производных в конечных точках ax 
0

 и bx
n
  приходиться 

пользоваться формулами 
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h

yy
y;

h
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y nn

n



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 101

0
. 

В результате получаем систему  







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

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


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
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


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B
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y

A
h

yy
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zyg
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h

yyy

nn

iii

ii

i

iii




 

Пример 2.5.6. Методом конечных разностей найти решение краевой 

задачи: 

011

11 2





)b(y)a(y

y)x(y
 

Решение. Возьмем шаг h=0,5. Положим 

,,x,x,,x,ax 500501
1012



 1

2
 bx . 

Полагая, 0x   имеем   

1
250

2
0

101 


 y
,

yyy
. 

Аналогично, 5,0x    

12501
250

2
1

210 


y),(
,

yyy
 

Из-за симметричности 
11

yy 


 и с учетом краевого условия 0
2
y  имеем 

систему линейных уравнений 









12514

187

1

1

y,y

yy
 

получаем 970
0

,y  ; 720
1

,y  . 

Итак, решение представимо в виде таблицы 2.5.7. 

 Таблица 2.5.7. 

x  1
2




x  50
1

,x 


 0
0
x  50

1
,x   1

2
x  

y  0
2



y  720

1
,y 


 970

0
,y   720

1
,y   0

2
y  

Разумеется, при уменьшении величины шага размерность (число) 

уравнений системы растет и при большем n  непосредственное решение 

системы уравнений становиться затруднительным. Поэтому при практической 

необходимости нужно воспользоваться услугами пакетов прикладных 

программ, например Matlab, Mathcad, Skilab и т.д. 
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2.6. Численные методы решения дифференциальных уравнений в 
частных производных 

Численные методы наиболее разработаны для дифференциальных 

уравнений в частных производных второго порядка. Это связано с тем, что при 

решении многих практических задач необходимо рассматривать так 

называемые линейные или вполне линейные дифференциальные уравнения в 

частных производных. Линейность дифференциальных уравнений означает, что 

они являются уравнениями первой степени относительно искомой функции и 

всех ее производных, а также не содержат их произведений. 

2.6.1. Дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами и 
их классификация 

Дифференциальные уравнения второго порядка в частных производных 

можно записать в виде 

)y,x(Fz)y,x(c
y

z
)y,x(b

x

z
)y,x(a

y

z
)y,x(C

yx

z
)y,x(B

x

z
)y,x(A


























2

22

2

2

 (2.6.1) 

В уравнении (2.6.1) используемой функцией является функция z , а 

независимыми переменными x  и y . 

Функции )y,x(A , )y,x(B , )y,x(C , )y,x(a , )y,x(b , )y,x(c  - известные 

непрерывные функции, зависимые от x  и y , и имеющие непрерывные 

производные. 

В частности, если коэффициенты c,b,a,C,B,A  не зависят от y,x , т.е. 

являются константами, то уравнение (2.6.1) представляет собой линейное 

дифференциальное уравнение с постоянными коэффициентами, т.е. уравнение 

с постоянными коэффициентами записывается так: 

 )y,x(Fcz
y

z
b

x

z
a

y

z
C

yx

z
B

x

z
A 
























2

22

2

2

2  (2.6.2) 

Многие практические задачи описываются дифференциальными 

уравнениями с постоянными коэффициентами, среди которых принята 

следующая классификация: дифференциальные уравнения эллиптического, 

параболического, гиперболического типов. Тип уравнения определяется 

значением коэффициентов в уравнении (2.6.2) и связан со знаком 

дискриминанта (разделителя) 

ACBD 42  . 

Если  0D  - уравнение эллиптического типа; 

 0D  - уравнение параболического типа; 

 0D  - уравнение гиперболического типа. 

Рассмотрим наиболее известные в моделях дифференциальные уравнения 

с постоянными коэффициентами и установим их тип. 
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1. Температура )y,x(zz   в точке )y,x(  пластины при стационарном 

распределении, т.е. при распределении, не зависящем от времени и отсутствия 

источников тепла удовлетворяет уравнению Лапласа 

0
2

2

2

2











y

z

x

z
. 

Расставим постоянные коэффициенты C,B,A  в уравнении Лапласа, т.е. 

исходя из  общего вида уравнения 2.6.2 101  C,B,A . 

Дискриминант 042  ACBD , значит, уравнение Лапласа является 

уравнением эллиптического типа.  

2. Температура )t,x(z  точки однородного тонкого стержня с абсциссой x  

для каждого момента времени t  удовлетворяет одномерному уравнению 

теплопроводности 

)t,x(F
x

z
a

t

z










2

2

2  

где a  -  постоянная величина, зависящая от физических свойств стержня, а 

)t,x(F  - функция, связанная с плотностью источников распределения тепла. 

Если в стержне отсутствуют источники тепла, то уравнение теплопроводности 

имеет вид 

2

2

2

x

z
a

t

z









. 

Введем новое время, т.е. ta 2  получаем приведенное уравнение 

теплопроводности 

2

2

x

zz











. 

Дискриминант  042  ACBD , т.к. 001  C,B,A , т.е. 

уравнение теплопроводности относится к уравнению параболического типа. 

3. Смещение )t,x(zz   точки однородной струны с абсциссой x  в случае 

наличия внешней силы для каждого момента t  удовлетворяет неоднородному 

одномерному волновому уравнению 

)t,x(F
x

z
a

t

z










2

2

2

2

2

 

где a  - постоянная, )t,x(F  - функция, зависящая  от внешней силы. Уравнение 

называется уравнением колебаний струны. Если 0)t,x(F , т.е. внешняя сила 

отсутствует, то уравнение свободного колебания струны имеет вид 

2

2

2

2

2

x

z
a

t

z









 

Дискриминант 042  ACBD , т.к. 102  C,B,aA , т.е. 

уравнение колебаний струны относится к гиперболическому типу. 

Дифференциальное уравнение с частными производными имеет 

бесчисленное множество (семейство) решений. Если физический процесс 

описывается с помощью уравнений в частных производных, то для 
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однозначности описываемого процесса необходимо к уравнению подсоединить 

дополнительные условия (рассмотрим процесс, описываемый 

дифференциальным уравнением в конкретных условиях). 

Эти дополнительные условия состоят из начальных и краевых 

(граничных) данных, которые реально можно получить при моделировании 

процесса. Например, одной из независимых переменных дифференциального 

уравнения является время t , другой – координата местонахождения точки x . 

Искомая функция )t,x(zz   описывается дифференциальным уравнением. При 

этом условия, относящиеся к начальному моменту времени называются 

начальными, а условия, относящиеся к фиксированным значениям координат, 

называются краевыми. 

Пример 2.6.1. Пусть имеется теплоизолированный (кроме концов) 

однородный нагретый стержень длиной l . «Закрепим» этот стержень на оси 

OX  (рис. 2.6.1). 
х0 l

х  
Рис. 2.6.1. Закрепленный на оси ОХ однородный стержень длиной l 

 

Температура стержня )t,x(zz   в точке )lx(x 0  для любого момента 

времени t  описывается уравнением теплопроводности 

consta,
x

z
a

t

z










2

2

2 . 

В начальный момент времени 
0

tt   для внутренних точек стержня 

обычно задается начальное распределение температуры. Это приводит к 

начальному условию 

)x(f)t,x(z 
0

 

где )x(f,lx 0 - известная функция. 

В зависимости от состояния концов lx,x  0  приходим к краевым 

условиям 

).t()t,l(z

),t()t,(z







0
 

где )t(),t(   - известные функции. 

Итак, приходим к следующей задаче. Найти решение дифференциального 

уравнения (параболического типа) теплопроводности 

consta,
x

z
a

t

z










2

2

2 , 

т.е. установить функцию )t,x(z  при условиях: 

 начальное условие: lx),x(f)t,x(z  0
0

 

 краевые условия: 
)t()t,l(z

)t()t,(z







0
. 

На практике, конкретно условия могут быть заданы так: 
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38160

23030

60012900
0

,)t;,(z

)t,()t;(z

,x);x(x,)t;x(z







 

Очевидно, возможны и другие варианты задания условий. 

 

Пример 2.6.2. Рассмотрим свободное колебание однородной 

ограниченной струны длины l )lx( 0 . Поперечное смещение )t,x(uu   при 

lx 0  для любого момента t  удовлетворяет волновому уравнению 

consta,
x

z
a

t

z










2

2

2

2

2

. 

В начальный момент  
0

tt   обычно задаются форма струны и 

распределение скоростей ее точек. Это дает начальные условия вида 

)x(Ф)t,x(z

)x(f)t,x(z

t




0

0
, 

где )t(Ф),t(f  - известные функции, определенные в интервале lx 0 . 

В зависимости от закрепленности концов струны в точках 0x  и lx   

при  tt
0

 будут следующие краевые условия 

)t()t,l(z

)t()t,(z







0
. 

В конкретном случае, например, задача выглядит так. Найти решение 

дифференциального уравнения (гиперболического типа) свободного колебания 

струны 

2

2

2

2

2

x

z
a

t

z









 

с начальными условиями  

xsin)x(Ф

,)x(x)x(f

2

3012




 

и краевыми условиями 

t,)t(

,)t(





34

30




. 

 

2.6.2. Краевые задачи уравнений эллиптического типа 

Исследования стационарных процессов различной физической природы 

часто приводят к дифференциальным уравнениям с постоянными 

коэффициентами C,B,A  эллиптического типа  

)y,x(Fz)y,x(c
y

z
)y,x(b

x

z
)y,x(a

y

z
C

yx

z
B

x

z
A 
























2

22

2

2

  (2.6.2) 

где C,B,A  - константы, )y,x(F),y,x(c),y,x(b),y,x(a  - заданные 

непрерывные функции. Для этих уравнений, как правило, ставится краевые 
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задачи. Рассмотрим одну из известных краевых задач, так называемую задачу 

Дирихле. 

На контуре Г, ограничивающем область G  задана непрерывная функция 

)y,x()P(   , где P  - точки из области G (рис. 2.6.2). 

G

Г

Р

x

y

0  
Рис. 2.6.2. Модели контура Г, области G и точки P  

 

Задача Дирихле ставится так.  

Найти функцию  

)y,x(z)P(z  ,  

удовлетворяющую внутри G уравнению 0
2

2

2











yx

z

x

z
 и принимающую на 

границе заданные значения )y,x()P(   , где )y,x(  - заданная функция. 

Пример (Задача Дирихле) 2.6.3. Решить дифференциальное уравнение 

Лапласа 

0
2

2

2











yx

z

x

z
. 

Контур Г задан функцией )Г(yx 2522  . 

Искомая функция )y,x(z  на контуре Г задана функций 

yx,|)y,x(z
Г

250  . 

 

2.6.3. Конечно-разностные аппроксимации (приближения) 

Конечно-разностные аппроксимации для частных производных являются 

наиболее распространенным подходом к численному интегрированию 

дифференциальных уравнений в частных производных. 

Частные производные заменяют соответствующими разностными 

соотношениями по соответствующим независимым переменным. В общем 

случае размерность области, в которой необходимо найти решение 

дифференциального уравнения в частных производных, равно числу 

независимых переменных, т.е. в случае двух независимых переменных x  и y  

область является двумерной. Численный метод, используемый для конечно-

разностной аппроксимации, основывается на идее покрытия некоторой области 

G (см. рис. 2.6.2) сетью прямоугольных клеток шириной h  и (по направлению 

0X) и высотой k  (по направлению OY). На рис. 2.6.3 приводится модель 

области G покрытой прямоугольной сетью. 
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Для простоты в дальнейшем будем считать kh  , т.е. будем 

рассматривать только квадратную сетку. 

Г

x

y

0 h

k

G(x , y )i i

 
Рис. 2.6.3. Модель области G с границей Г покрытой прямоугольной 

сетью 

 

Величины неизвестной функции )y,x(zz  , т.е. зависимой переменной z  

устанавливается (в результате вычислений) во всех точках сетки 
ii

y,x  в области 

G, которая ограничена контуром Г. 

Для того чтобы понять как дифференциальное уравнение заменяется 

через конечно-разностную схему рассмотри уравнение Лапласа 

0
2

2

2

2











y

z

x

z
. 

Входящие уравнение производные заменим через конечные разности: 

22

2 2

h

)y,hx(z)y,x(z)y,hx(z

x

z 





 

22

2 2

h

)hy,x(z)y,x(z)hy,x(z

y

z 





 

В результате имеем уравнение 

0
22

22







h

)hy,x(z)y,x(z)hy,x(z

h

)hy,x(z)y,x(z)hy,x(z
 

Приведем подобные и выразим )y,x(z , т.е. 

 )hxy(z)hy,x(z)y,hx(z)y,hx(z()y,x(z 
4

1
 (2.6.1) 

Таким образом, величину значения неизвестной функции )y,x(zz   в 

любой точке )y,x(  можно выразить и вычислить через соседние четыре точки 

)hy,x(),hy,x(),y,hx(),y,hx(   как аппроксимируемую. Разумеется, на 

практике эти точки связываются с определенной сетью шагом h  в единую 

систему линейных уравнений. Решение этой системы позволяет установить все 

значения неизвестной функции )y,x(zz   в области G в узлах сетки с шагом h . 
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На рис. 2.6.4 показана модель аппроксимации неизвестной функции 

)y,x(zz   в области G, ограниченной квадратным контуром Г. Область G 

покрыта сеткой с шагом h . 

Y

Х

Z

G

h

Г

z(x,y)

 
Рис. 2.6.4. Модель аппроксимации (приближения) функции z(x,y) в 

области G ограниченной квадратным контуром 

 

2.6.4. Аппроксимация эллиптических дифференциальных уравнений в 
частных производных 

В качестве иллюстрации численных методов решений уравнений 

эллиптического типа рассмотрим уравнение Лапласа 

0
2

2

2

2











y

z

x

z
. 

Задача состоит в определении функции )y,x(zz   при заданных 

граничных условиях. В упрощенном варианте рассмотрим область G с 

границей Г в виде квадрата со стороной L (x=L, y=L). Имеется три известных 

способа задания величины )y,x(zz   на границе Г: 

Первый способ (задача Дирихле) 

Границы заданы так как показано на рис. 2.6.5, т.е. 

)x(gz,Ly);x(gz,y

)y(fz,Lx);y(fz,x

21

21

0

0




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где функции )x(g),x(g),y(f),y(f
2121

 - известные одномерные срезы (при 

фиксированных значениях x и y) искомой неизвестной функции )y,x(zz  . 

y=
L

x=L

y=
0

x=0

z=f (y)1

Y

X

Z

z=f (y)2

z=
g

(x
)

1

z=
g

(x
)

2

 
Рис. 2.6.5. Модель первого способа задания границ (задача Дирихле) 

 

Как уже было сказано, задача нахождения решения уравнения Лапласа 

при рассмотренных условиях называется задачей Дирихле. 

 

Второй способ (задача Неймана) 

Границы задаются так: 

.Ly),x(g
y

z
;y),x(g

y

z

;Lx),y(f
x

z
;x),y(f

x

z





















21

21

0

0

 

Задача нахождения решения уравнения 0
2

2

2

2











y

z

x

z
, при этих 

граничных условиях называется задачей Неймана. 

Третий способ (смешанный тип граничных условий) 

При этом способе граничные условия задаются следующим образом 

321321
bzb

y

z
b;aza

x

z
a 









. 

Нетрудно заметить, что при специальном выборе значений 

коэффициентов 
321321

b,b,b,a,a,a  эти граничные условия сводится к граничным 

условиям заданными первым и вторым способами. Поэтому эти граничные 

условия называются граничными условиями смешанного типа. 

Пример 2.6.4. Найти решение уравнения Лапласа 0
2

2

2

2











y

z

x

z
 при 

граничных условиях (задача Дирихле):  

xz,y;xz,y

yz,x;yz,x





110

110
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Решение.  

Граничные условия, данные в задаче представлены на иллюстрации (рис. 

2.6.6).  

y=
1

x=1

y=
0

x=0

z=y

Y

X

Z

z=1-y

z=x z=
1
-x

1

1

1

G

 
Рис. 2.6.6. Иллюстрация граничных условий 

 

Для решения задачи численными методами область G покроем сетью с 

шагом h (рис. 2.6.7). 

(0,0) (0,1)
y

(1,0)

x

(1,1)

h

G Г

 
Рис. 2.6.7. Модель области G, ограниченная границей Г и покрытой 

сетью с шагом h 

 

Для решения задачи сделаем следующие действия; 

1. Покроем область G сеткой, например 8*8, т.е. n=8. При этом 

)n/()ab(h 1 , т.к. в рассматриваемом примере ,n,a,b 801   то 71 /h   

2. Вычислим значение аргументов )i(y),i(x  и значения функции )j,i(z

на границах сетки, при 81,i  , т.е. 
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)i(x)i,n(z

)i(y)n,i(z

)i(y),i(z

)i(x)i,(z

h*)i()i(y

h*)i()i(x













1

1

1

1

1

1

 

3. Значения неизвестной функции )j,i(z  в узлах сетки, т.е. во внутренних 

точках области G получаются в результате решения системы линейных 

уравнений, которые можно решить различными методами, например, методом 

итераций, Якоби, Гаусса-Зейделя или просто методом Гаусса. Система 

линейных уравнений получается из следующих соображений. Используя 

формулу 2.6.1 для вычисления значения функции )y,x(z  через соседние четыре 

точки, т.е. 

 )hy,x(z)hy,x(z)y,hx(z)y,hx(z)y,x(z 
4

1
. 

Для внутренних узлов сетки можем написать систему линейных 

уравнений 

 













72

1111
4

1

,j,i

)j,i(z)j,i(z)j,i(z)j,i(z)j,i(z
 

Эта система уравнений является неоднородной линейной системой, 

причем число неизвестных, т.е. число внутренних узлов сетки, равно числу 

уравнений. Доказано, что эта система всегда совместна и имеет единственное 

решение. 

Простейшим итерационным методом решения системы уравнений 

является метод Якоби (процесс Либмана), где итерации строятся так: 

 













72

1111
4

11

,j,i

)j,i(z)j,i(z)j,i(z)j,i(z)j,i(z )k()k()k()k()k(

 

Обозначение 
)k()j,i(z 1
 и 

)k()j,i(z  соответствуют k-й и (k+1)-й 

аппроксимациям в итерационном процессе, при этом k=1,2,…,m,… для 

окончания процесса вычислений требуется выполнение условий 

 )k()k( )j,i(z)j,i(z 1 . Для  всех j,i , где   - заданная заранее допустимая 

точность вычисления. 

Разумеется, вручную реализовать вычисления оказывается 

затруднительным, даже для этого примера, поэтому вычисления произведем в 

системе Excel на основе следующего алгоритма (с комментариями) (рис. 2.6.8). 
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n 

a=0 b=L

- (n*n)

- 

G

размерность сетки ;

точность решения;

- стороны квадрата

                   границы Г области 


;  

h b-a)/(n-1)=(    величина шага

i, j = 1,n;

(i, j)=0
u(i, j)=0
z ;

Обнуление значений 

искомой функции 
в узлах сетки с номером  i, j

i

y(i) = (i-1)*h;

(i,1)=g (x);

(1,i)=f (y);

(i,n)=g (x);

(n,i)=f (y)

 = 1, n;

x(i) = (i-1)*h;

z

z

z

z

1

1

2

2

Вычисление значений 

краевых условий в узлах сетки

z(1,1) z(1,2) z(1,3) z(1,n)

z(2,n)

z(3,n)

z(n,n)

z(2,1)

z(n,1)

z(3,1)

z(n,2) z(n,3) . . .

. . .

. . .

. . .

. . . . . .. . . . . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

k=1 счетчик итераций 

i,j =2,n-1 

u(i,j)=(1/4)* (i+1,j)+ (i-1,j)+ (i,j+1)+ (i,j-1)[z z z z ]

Вычисление внутренних 

значений функции где 
последующее значение  

в итеративном процессе

z(i,j), u(i,j) - 
z(i,j)

i,j =2,n-1 

t(i,j)=abs(u(i,j)- (i,j))z

Вычисление разницы между 

предыдущими и последующими 
значениями функции в узлах сеткиz(i,j) 

i,j =2,n-1 

(i,j) u(i,j)z =
Переприсвоение в итерации

k=k+1 Увеличение счетчика

i,j =2,n-1 

max(t(i,j)  > 

Проверка

условия достижения
требуемой 

точности

i,j=1,n, (i,j), k,  

 

z 

ДА НЕТ

 
Рис. 2.6.8. Блок-схема алгоритма для решения задачи Дирихле 

 

На рис. 2.6.9 приводится код программы на VBA (Visual Basic 

Application). 

 
    Dim z(10, 10) As Double, u(10, 10) As Double, t(10, 10) As Double 

    Dim x(10) As Double, y(10) As Double 

    Dim n, i, j, k As Integer 

    Dim epsilon, h As Variant 

    n = InputBox("введите размерность сетки") 
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    epsilon = 0.00001 

    h = 1 / (n - 1) 

    For i = 1 To n 

        For j = 1 To n 

            z(i, j) = 0 

            u(i, j) = 0 

        Next 

    Next 

    For i = 1 To n 

        x(i) = (i - 1) * h 

        y(i) = (i - 1) * h 

        z(i, 1) = x(i) 

        z(1, i) = y(i) 

        z(i, n) = 1 - x(i) 

        z(n, i) = 1 - y(i) 

     Next 

    k = 1 

1: For i = 2 To n - 1 

        For j = 2 To n - 1 

            u(i, j) = (1 / 4) * (z(i + 1, j) + z(i - 1, j) + z(i, j + 1) + z(i, j - 1)) 

        Next 

    Next 

    For i = 2 To n - 1 

        For j = 2 To n - 1 

            t(i, j) = Abs(u(i, j) - z(i, j)) 

            z(i, j) = u(i, j) 

        Next 

    Next 

    Max = t(2, 2) 

    For i = 2 To n - 1 

        For j = 2 To n - 1 

            If Max < t(i, j) Then Max = t(i, j) 

        Next 

    Next 

     

    k = k + 1 

    For i = 2 To n - 1 

        For j = 2 To n - 1 

            If Max > epsilon Then GoTo 1 

        Next 

    Next 

    For i = 1 To n 

        For j = 1 To n 

            Cells(i + 2, j + 1) = z(i, j) 

        Next 

    Next 

    Range("E13") = k 

    Range("I13") = epsilon 

Рис. 2.6.9. Код программы  
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На рис. 2.6.10 приводятся результаты решения задачи Дирихле (см. 

пример 2.6.4) 

x)x(gz,y;x)x(gz,y

y)y(fz,x;y)y(fz,x





110

110

21

21
. 

Значение искомой функции Z(x, y) 
0 0,142857 0,285714 0,428571 0,571429 0,714286 0,857143 1 

0,142857 0,244881 0,346908 0,448941 0,550982 0,653031 0,755085 0,857143 

0,285714 0,346908 0,408108 0,469319 0,530544 0,591782 0,653031 0,714286 

0,428571 0,448941 0,469319 0,48971 0,510119 0,530544 0,550982 0,571429 

0,571429 0,550982 0,530544 0,510119 0,48971 0,469319 0,448941 0,428571 

0,714286 0,653031 0,591782 0,530544 0,469319 0,408108 0,346908 0,285714 

0,857143 0,755085 0,653031 0,550982 0,448941 0,346908 0,244881 0,142857 

1 0,857143 0,714286 0,571429 0,428571 0,285714 0,142857 0 

        Количество итераций k= 88 Точность решения = 0,00001 

(1,1)

1

1
X

Z

Y

1

 
Рис. 2.6.10. График функции z(x, y) 

 

На рис. 2.6.11 приводятся результаты решения задачи Дирихле при 

краевых условиях 

2

21

7

21

110

110

x)x(gz,y;x)x(gz,y

y)y(fz,x;y)y(fz,x




 

 
Значение искомой функции Z(x, y) 

0 0,142857 0,285714 0,428571 0,571429 0,714286 0,857143 1 

0,142857 0,258848 0,374297 0,488925 0,603147 0,718855 0,840825 0,979592 

0,285714 0,375388 0,463712 0,549697 0,633396 0,717173 0,807718 0,918367 

0,428571 0,493292 0,555485 0,612783 0,663594 0,708743 0,754519 0,816327 

0,571429 0,613737 0,65218 0,682386 0,699488 0,699712 0,685304 0,673469 

0,714286 0,738061 0,757136 0,765128 0,752292 0,70534 0,61353 0,489796 
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0,857143 0,867099 0,873198 0,868724 0,839239 0,755848 0,57369 0,265306 

1 0,999999 0,999845 0,997344 0,980105 0,905135 0,660083 0 

        Количество итераций k= 91 Точность решения = 0,00001 

(1,1)

1

1
X

Z

Y

1

 
Рис. 2.6.11. График функции z(x, y) 

 

На рис. 2.6.12 приводятся результаты решения задачи Дирихле при 

краевых условиях 

2

2

2

1

7

2

3

1

110

110

x)x(gz,y;x)x(gz,y

y)y(fz,x;y)y(fz,x




 

 
Значение искомой функции Z(x, y) 

0 0,002915 0,023324 0,078717 0,186589 0,364431 0,629738 1 

0,020408 0,089337 0,151691 0,229097 0,338378 0,493717 0,706232 0,979592 

0,081633 0,182337 0,265021 0,347615 0,444124 0,565836 0,721888 0,918367 

0,183673 0,293371 0,378461 0,452243 0,524693 0,603637 0,697129 0,816327 

0,326531 0,429025 0,503237 0,558236 0,598802 0,626916 0,64668 0,673469 

0,510204 0,592978 0,64725 0,678694 0,685396 0,65857 0,589219 0,489796 

0,734694 0,785444 0,814112 0,82392 0,805544 0,73277 0,561843 0,265306 

1 0,999999 0,999845 0,997344 0,980105 0,905135 0,660083 0 

        Количество итераций k= 89 Точность решения = 0,00001 
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(1,1)

1

1
X

Z

Y

1

 
Рис. 2.6.12.  График функции z(x, y) 
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2.7. Численное решение задач 
оптимизации 

 

На практике часто встречаются задачи выбора стратегии, приводящей к 

оптимальному результату. К таким задачам относятся, например, организация 

перевозки грузов с наименьшими затратами, планирование выпуска продукции, 

приносящей наибольший доход, организация  транспортной сети или сети связи 

с наибольшей пропускной способностью, планирование работ с наименьшими 

затратами времени. 

Математически задачу оптимизации можно сформулировать следующим 

образом. Имеется некоторая функция n  переменных ),...,,( 21 nxxxf , 

определенная на заданном множестве D   n мерного векторного пространства. 

Эту функцию называют функцией цели. Требуется найти точку DX  , в 

которой функция цели принимает минимальное (максимальное) значение. 

Иными словами, требуется минимизировать (максимизировать) функцию 

),...,,( 21 nxxxf  на множестве D . Поскольку максимизация функции 

),...,,( 21 nxxxf  эквивалентна задаче минимизации противоположной функции 

),...,,( 21 nxxxf , то, не уменьшая общности, будем рассматривать только 

задачу минимизации. 

Простейшей математической моделью оптимизации является 

минимизация функции одной переменной )(xf  на промежутке ];[ ba . При 

рассмотрении этой модели ограничимся классом унимодальных на 

промежутке  функций. Функция )(xf  называется унимодальной на промежутке 

];[ ba , если она непрерывна на этом промежутке и имеет на этом промежутке 

только одно минимальное значение mf . Это единственное минимальное 

значение может достигаться только в одной точке промежутка, внутренней или 

граничной, или на некоторой части промежутка ];[ ba . Примеры графиков 

унимодальных на промежутке ];[ ba  функций приведены на рис. 2.7.1. 

 

 
Рис. 2.7.1. Примеры графиков унимодальных функций 

 

На рис. 2.7.1 а) минимальное значение функции достигается на 

внутренней части промежутка ];[ ba . На рис. 2.7.1 б) минимальное значение 

достигается во внутренней точке промежутка ];[ ba , а на рис. 2.7.1 в) – в левой 
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граничной точке. Из приведенных примеров графиков унимодальных функций 

ясно, что они могут содержать промежутки убывания, постоянства и 

возрастания функции или хотя бы один из этих промежутков, причем все 

промежутки убывания предшествуют промежуткам возрастания. 

Из определения унимодальной на отрезке ];[ ba  функции следуют ее 

свойства: 

1. Унимодальная на отрезке ];[ ba  функция является унимодальной на 

любой меньшей части этого отрезка ];[];[ badc  . 

2. Пусть )(xf  унимодальная на отрезке ];[ ba  функция, mx – ее точка 

минимума и bxxa  21 . Тогда: 

если )()( 21 xfxf  , то ];[ 2xaxm  ; 

если )()( 21 xfxf  , то ];[ 1 bxxm  . 

Свойство 1 очевидно. Свойство 2 проиллюстрируем с помощью графика 

на рис. 2.7.2. Выберем график вида рис. 2.7.1 б). Чтобы была возможность 

выполнения обоих неравенств из свойства 2, выберем на графике точку A  левее 

точки минимума. Абсциссу этой точки обозначим 1x . Построим на графике 

такую точку B  с абсциссой c , что )()( 1xfcf  . Чтобы выполнялось 

неравенство )()( 21 xfxf  , точку 2x  нужно выбрать из промежутка ];[ bc . И 

тогда ];[ 2xaxm  . Для выполнения неравенства )()( 21 xfxf   точку 2x  нужно 

выбрать из промежутка );( 1 cx . И тогда ];[ 1 bxxm  . Для других видов графиков 

унимодальных функций рассуждения аналогичны. 

 

Рис. 2.7.2. Иллюстрация свойства 2 унимодальной функции 

 

Естественно, что в общем случае произвольная функция )(xf  во всей ее 

области определения не является унимодальной. Поэтому при рассмотрении 

задачи минимизации функции одной переменной численными методами будем 

полагать, что предварительно выполнена дополнительная работа по разбиению 

области определения на промежутки, где данная функция является 

унимодальной. 
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2.7.1. Метод перебора 

 

Пусть требуется минимизировать функцию )(xf  на промежутке ];[ ba , то 

есть требуется найти такое значение аргумента ];[ baxm  , что )()( xfxf m   для 

всех ];[ bax . Из курса математического анализа известен аналитический 

метод решения этой задачи с помощью производных, однако встречаются 

ситуации, когда приходится решать эту задачу приближенно численными 

методами. 

Очевиден метод перебора или равномерного поиска. Разобьем 

промежуток ];[ ba  на n равных частей точками bxxxxa n  ,...,,, 210 . Вычислим 

значения функции )(xf  во всех точках деления. Путем сравнения найдем такое 

значение аргумента mx , что 

)(min)(
0

i
ni

m xfxf


 . (2.7.1) 

Ясно, что погрешность  определения точки минимума mx  не превосходит 

шага изменения аргумента 
n

ab
h


 . Поэтому шаг изменения аргумента нужно 

выбрать не превосходящим заданной погрешности  : 


n

ab
. Отсюда 

получаем необходимое число точек деления 



ab
n


 . (2.7.2) 

П р и м е р  2.7.1. Минимизируйте функцию 32)( 3  xxxf  на отрезке 

[0; 1] с точностью 1,0 . 

Р е ш е н и е . В соответствии с (2.7.2) определим число отрезков 

разбиения  10
1,0

01



n . Таким образом, для достижения заданной точности 

достаточно разбить данный промежуток на 10 частей. Составим таблицу 2.7.1 

значений функции )(xf  в точках деления. 

Таблица 2.7.1 

x  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

)(xf  3 2,801 2,608 2,427 2,264 2,125 2,016 1,943 1,912 1,929 2 

 

Из приведенной таблицы видно, что точка минимума 8,0mx . 

 

Рассмотренный пример показывает, что нет необходимости вычислять 

значение функции во всех точках промежутка. Процесс может быть остановлен, 

как только очередное значение функции оказалось больше предыдущего 

значения. Поэтому блок-схема алгоритма метода перебора может иметь вид, 

показанный на рис. 2.7.3. 
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Рис. 2.7.3. Блок-схема алгоритма метода перебора 

 

2.7.2. Метод дихотомии (деления отрезка пополам) 

 

Метод перебора минимизации унимодальной функции )(xf  на 

промежутке ]b;a[  требует большого числа вычислений значений функции. 

Поиск точки минимума mx  с точностью   можно сделать более эффективным, 

если воспользоваться свойством 2 унимодальной функции для уменьшения 

длины отрезка, где находится точка минимума. 
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Один из возможных алгоритмов состоит в том, что на промежутке ];[ ba  

выбираются две близкие к его середине точки, например, 
2

1




ba
x  и 

2
2




ba
x . Если )()( 21 xfxf  , то поиск точки минимума продолжают на 

промежутке ];[ 2xa , в противном случае – на промежутке ];[ 1 bx . С полученным 

промежутком поступают аналогично. Процесс заканчивается тогда, когда длина 

очередного промежутка окажется равной или меньшей удвоенной требуемой 

точности  . Искомой точкой минимума считают середину последнего 

промежутка. На каждом шаге алгоритма длина промежутка уменьшается почти 

в два раза, что и дало название метода. 

Блок-схема алгоритма показана на рис. 2.7.4. 

 
Рис. 2.7.4. Блок-схема алгоритма метода дихотомии 
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П р и м е р  2.7.2. Минимизируйте функцию xxxf sin3)(   на 

промежутке ]2;0[  с точностью 1,0  методом дихотомии. 

Р е ш е н и е . При ручных вычислениях алгоритм метода дихотомии 

удобно реализовать в виде таблицы 2.7.2. Запись результатов вычислений 

будем вести с тремя десятичными знаками. 

Таблица 2.7.2. 

a  b  ? ab  1x  2x  )( 1xf  )( 2xf  ?)()( 21 xfxf   

0 2 Да 0,95 1,05 –1,490 –1,552 Нет 

0,95 2 Да 1,425 1,525 –1,543 –1,472 Да 

0,95 1,525 Да 1,187 1,288 –1,595 –1,593 Да 

0,95 1,288 Да 1,069 1,169 –1,561 –1,592 Нет 

1,069 1,288 Да 1,128 1,229 –1,583 –1,597 Нет 

1,128 1,288 Нет      

 

Искомая точка минимума – середина последнего промежутка 208,1mx , 

минимальное значение функции 597,1)( mxf . Естественно, что результат 

получен с одной верной десятичной цифрой, то есть 2,1mx , 6,1)( mxf . 

 

2.7.3. Метод золотого сечения 

 

На каждом шаге алгоритма метода дихотомии приходится вычислять 

значения рассматриваемой функции )(xf  в двух пробных точках 1x  и 2x . Если 

удастся расположить эти две точки так, чтобы после отбрасывания части 

промежутка оставшаяся на нем точка служила пробной для сокращенного 

промежутка, то на очередном шаге придется вычислять значение )(xf  только в 

одной новой точке. 

Для облегчения рассуждений введем новую переменную 

ab

ax
y




 . (2.7.3) 

 
Рис. 2.7.5. Выбор пробных точек 

 

Подставив в равенство (2.7.3) вместо переменной x  значения концов 

промежутка ];[ ba , получим промежуток ]1;0[  для переменной y . Расположим 
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на этом промежутке симметрично две пробные точки 1y  и 2y  (рис. 2.7.5 а). 

Пусть координата точки 2y  (расстояние от 0) равна c. Тогда точка 1y  находится 

 

на таком же расстоянии от конца 1, то есть ее координата равна c1 . 

 Для определенности положим, что после сравнения значений функции в 

пробных точках отбрасывается правый конец промежутка и остается 

промежуток ];0[ c  (рис. 2.7.5 б). Чтобы оставшаяся  на нем пробная точка 1y  

служила пробной точкой 1
2y  уменьшенного промежутка, достаточно, чтобы 

отношение длин отрезков  ]1;0[  и ];0[ 2y  совпадало с отношением длин отрезков 

];0[ c  и ];0[ 1
2y . То есть должна выполняться пропорция 

c

c

c 


1

1
. 

Такая пропорция для отрезка: длина отрезка относится к длине его большей 

части как длина большей части к длине меньшей – называется золотым 

сечением отрезка. Отсюда и название метода. 

Из этой пропорции получаем квадратное уравнение для определения c : 

cc 12
. 

Это уравнение имеет два корня 
2

51
. Так как c  – расстояние, то выбираем 

положительный корень 618034,0
2

15



c . Тогда 

2

53
11


 cy  и 

2

15
2


 cy . 

Из равенства (2.7.3) находим yabax )(  . Тогда пробными точками 

для отрезка ];[ ba  служат 

 

2

53
)(1


 abax  и 

2

15
)(2


 abax . (2.7.4) 

 

Сложив эти два равенства, получим 

 

baxx  21 , (2.7.5) 

 

что позволяет в начале алгоритма найти по одной из формул (2.7.4) одну 

опорную точку, а вторую – из равенства (2.7.5). На каждом уменьшенном 

промежутке одна пробная точка переходит из предыдущего промежутка, а 

вторая получается из равенства (2.7.5). 

Таким образом, алгоритм метода золотого сечения вновь основан на 

свойстве 2 унимодальной функции. Он состоит в том, что с помощью двух 

пробных точек 1x  и 2x  промежутка, содержащего точку минимума, этот 
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промежуток последовательно сокращается. Уменьшение промежутка 

производится до тех пор, пока он не станет равен или меньше удвоенной 

заданной точности  . Тогда за приближенное значение точки минимума можно 

принять середину последнего промежутка. Блок-схема этого алгоритма 

приведена на рис. 2.7.6. 

 

 

 
Рис. 2.7.6. Блок-схема метода золотого сечения 
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П р и м е р  2.7.3. Минимизируйте функцию xxxf sin3)(   на 

промежутке ]2;0[  с точностью 1,0  методом золотого сечения. 

Р е ш е н и е . При ручных вычислениях алгоритм метода золотого сечения 

удобно реализовать в виде таблицы 2.7.3. Запись результатов вычислений 

будем вести с тремя десятичными знаками. 

 

Таблица 2.7.3. 

a  b  1x  2x  )( 1xf  )( 2xf  ?)()( 21 xfxf   ? ab  

0 2 0,764 1,236 –1,3114 –1,5974 Нет  

0,764 2 1,236 1,528 –1,5974 –1,4693 Да Да 

0,764 1,528 1,056 1,236 –1,5552 –1,5974 Нет Да 

1,056 1,528 1,236 1,348 –1,5974 –1,5979 Да Да 

1,056 1,348 1,168 1,236 –1,5919 –1,5974 Нет Да 

1,168 1,348 1,236 1,280 –1,5974 –1,5940 Да Да 

1,168 1,280 1,212 1,236 –1,5970 –1,5974 Нет Да 

1,212 1,280 1,236 1,256    Нет 

 

Искомая точка минимума – середина последнего промежутка 246,1mx , 

минимальное значение функции 597,1)( mxf . Естественно, что результат 

получен с одной верной десятичной цифрой, то есть 2,1mx , 6,1)( mxf . 

 

2.7.4. Метод покоординатного спуска 

 

Перейдем теперь к рассмотрению задачи минимизации функции многих 

переменных. Пусть нужно найти наименьшее значение целевой функции 

),...,,()( 21 nxxxfMfy  . Здесь буквой M обозначена точка n мерного 

пространства с координатами nxxx ,...,, 21 : ),...,,( 21 nxxxM  . Выберем какую-

нибудь начальную точку ),...,,( 00
2

0
10 nxxxM   и рассмотрим функцию f  при 

фиксированных значениях всех переменных, кроме первой: ),...,,( 00
21 nxxxf . 

Тогда она превратится в функцию одной переменной  1x . Изменяя эту 

переменную, будем двигаться от начальной точки 0
11 xx   в сторону убывания 

функции, пока не дойдем до ее минимума при значении 1
11 xx  , после которого 

она начинает возрастать. Точку с координатами ),...,,,( 00
3

0
2

1
1 nxxxx  обозначим 1M , 

при этом )()( 10 MfMf  . 

Фиксируем теперь переменные: 00
33

1
11 ,...,, nn xxxxxx 

 
и рассмотрим 

функцию f  как функцию одной переменной 2x : ),...,,,( 00
32

1
1 nxxxxf . Изменяя  2x

, будем опять двигаться от начального значения 0
22 xx   в сторону убывания 
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функции, пока не дойдем до минимума при значении 1
22 xx  . Точку с 

координатами ),...,,,( 00
3

1
2

1
1 nxxxx  обозначим  2M , при этом )()( 21 MfMf  . 

 

Проведем такую же минимизацию целевой функции по 

переменным nxxx ,...,, 43 . Дойдя до переменной nx , снова вернемся к 

переменной 1x  и продолжим процесс. Эта процедура вполне оправдывает 

название метода. С ее помощью мы построим последовательность точек 

,...,, 210 MMM , которой соответствует монотонная последовательность 

значений функции ..)()()( 210  MfMfMf . Обрывая ее на некотором шаге 

k  можно приближенно принять  значение функции )( kMf  за ее наименьшее 

значение в рассматриваемой области. 

Данный метод сводит задачу поиска наименьшего значения функции 

нескольких переменных к многократному решению одномерных задач 

оптимизации. 

Для функции двух переменных ),( yxfz   на координатной плоскости 

можно построить кривые, в точках которых значения функции постоянны (рис. 

2.7.7). Их называют линиями уровня. Минимальное значение функции 

находится в некоторой внутренней точке. Значения функции на линии уровня 

возрастают при движении вовне. Траектория поиска минимума представляет 

собой ломаную с параллельными осям отрезками. 

 

 
Рис. 2.7.7. Минимизация методом покоординатного спуска 

 

П р и м е р  2.7.4. Минимизируйте функцию )ln(),( 22 yxxyyxf   внутри 

квадрата 11,0;11,0  yx с точностью 01,0 . 

 

Р е ш е н и е .  

На рис. 2.7.8 приводится график функции )ln(),( 22 yxxyyxf   в  

области ограниченной квадратом: 11,0;11,0  yx . 
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(1,1)

1
X

Z

Y

1

 
Рис. 2.7.8. График функции )ln(),( 22 yxxyyxf   

 

Выберем в качестве начальной точку )1,0;1,0(0M . Фиксируем координату 

y  и изменяем координату x  с шагом 0,1. Вычисления ведем до тех пор, пока 

функция не станет возрастать. Результаты вычислений показаны в таблице 

2.7.4. В ней строка с минимальным значением функции выделена серым 

цветом. Получена промежуточная точка )1,0;4,0(
~

1M . 

 

 Таблица 2.7.4 Таблица 2.7.5 

x  y  ),( yxf      x  y  ),( yxf  

0,1 0,1 – 0,03912     0,4 0,1 – 0,07088 

0,2 0,1 – 0,05991     0,4 0,2 – 0, 12876 

0,3 0,1 – 0,06908     0,4 0,3 – 0,16636 

0,4 0,1 – 0,07088     0,4 0,4 – 0,18231 

0,5 0,1 – 0,06735     0,4 0,5 – 0,17832 

 

Теперь фиксируем координату 4,0x  и изменяем координату y  с тем же 

шагом 0,1. Вновь вычисляем значение функции до тех пор, пока она не станет 

возрастать. Результаты вычислений приведены в таблице 2.7.5. Минимальное 

значение функции получено в точке )4,0;4,0(1M . На этом первый шаг 

алгоритма завершен. 

 

Проделаем еще раз те же действия, уменьшив шаг изменения аргументов 

в 10 раз. Проверив, как ведет себя функция при изменении каждой из 

координат, увидим, что убывание происходит при их возрастании. Поэтому 
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результаты дальнейших вычислений выглядят так, как показано в таблицах 

2.7.6 и 2.7.7. 

 Таблица 2.7.6 Таблица 2.7.7 

x  y  ),( yxf      x  y  ),( yxf  

0,4 0,4 – 0,18231     0,43 0,4 – 0,18309 

0,41 0,4 – 0,18277     0,43 0,41 – 0,18358 

0,42 0,4 – 0,18303     0,43 0,42 – 0,18386 

0,43 0,4 – 0,18309     0,43 0,43 – 0,18394 

0,44 0,4 – 0,18297     0,43 0,44 – 0,18382 

 

Получена точка )43,0;43,0(2M . Из таблиц 2.7.6 и 2.7.7 видно, что точка 

минимума по каждой из координат лежит в промежутке [0,42; 0,44]. 

Координаты точки 2M  – это середина этого промежутка. То есть, они 

отличаются от координат точки минимума не более, чем на 0,01. Значит, 

требуемая точность достигнута. Таким образом, 

18394,0min;43,0;43,0  fyx mm . 

Полученный результат хорошо согласуется с аналитическим решением 

задачи: ...18393972,0
2

1
min 

e
f  при ...42888,0

2

1


e
yx  

В рассмотренном методе минимизация функции производится с 

использованием информации только о самой функции. Поэтому он относится к 

классу методов, называемых методами нулевого порядка. Далее мы рассмотрим 

один из методов первого порядка, в которых кроме самой функции 

используются ее частные производные. 

 

2.7.5. Метод наискорейшего спуска 

 

Рассмотрим функцию ),...,,( 21 nxxxf . Вычислим ее частные производные 

nxxx fff  ,...,,
21

 и образуем с их помощью вектор, который называют градиентом 

функции: 

nxxxn ifififxxxfgrad
n
 ...),...,,( 2121 21

. (2.7.6) 

Здесь niii ,...,, 21  – единичные векторы, параллельные координатным осям. 

Частные производные характеризуют изменение функции f  по каждой 

независимой переменной в отдельности. Образованный с их помощью вектор 

градиента дает общее представление о поведении функции в окрестности точки 

),...,,( 21 nxxx . Направление этого вектора является направлением наиболее 

быстрого возрастания функции в данной точке. Противоположное ему 

направление, которое часто называют направлением антиградиента, 

представляет собой направление наиболее быстрого убывания функции.  

Модуль градиента 
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222
21 )(...)()(),...,,(

21 nxxxn fffxxxfgrad   (2.7.7) 

определяет скорость возрастания и убывания функции в направлении градиента 

и антиградиента. Для всех остальных направлений скорость изменения 

функции в точке ),...,,( 21 nxxx  меньше модуля градиента. При переходе от 

одной точки к другой как направление градиента, так и его модуль, вообще 

говоря, меняются. 

Основная идея метода градиентного спуска состоит в том, чтобы 

двигаться к минимуму в направлении наиболее быстрого убывания функции, 

которое определяется антиградиентом. Эта идея реализуется следующим 

образом. 

Выберем каким-либо способом начальную точку, вычислим в ней 

градиент рассматриваемой функции и сделаем небольшой шаг в обратном 

направлении. В результате мы придем в точку, в которой значение функции 

будет меньше первоначального. В новой точке повторим процедуру: снова 

вычислим градиент функции и сделаем шаг в обратном направлении. 

Продолжая этот процесс, мы будем двигаться в сторону убывания функции. 

Специальный выбор направления движения на каждом шаге позволяет 

надеяться на то, что в данном случае приближение к наименьшему значению 

функции будет более быстрым, чем в методе покоординатного спуска. 

Вычисление градиента на каждом шаге, позволяющее все время 

двигаться в направлении наиболее быстрого убывания целевой функции, может 

в то же время замедлить вычислительный процесс. Дело в том, что подсчет 

градиента - обычно гораздо более сложная операция, чем подсчет самой 

функции. Поэтому часто пользуются модификацией градиентного метода, 

получившей название метода наискорейшего спуска. 

Согласно этому методу после вычисления в начальной точке градиента 

функции делают в направлении антиградиента не один маленький шаг, а 

движутся до тех пор, пока функция убывает. Достигнув точки минимума на 

выбранном направлении, снова вычисляют градиент функции и повторяют 

описанную процедуру. При этом градиент вычисляется гораздо реже, только 

при смене направлений движения. 

Сделать шаг h  от точки M  в направлении вектора a  означает найти 

такую точку N , что hMN   и aNM  . Построим ось x , произвольный 

вектор a  и точку M  с координатой 1x  (рис. 2.7.8). Координату вектора a  

обозначим ax . Получим точку N , сделав шаг длины h  в направлении вектора 

a . Координату точки N  обозначим 2x . Проведем отрезки AC  и MN  

параллельно оси. 

 

http://school-sector.relarn.ru/dckt/projects/optim/pocspusc.htm
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Рис. 2.7.8. Шаг в направлении вектора 

 

Из чертежа видно, что MPxx  12 . Из подобия треугольников ABC  и 

MNP  следует h
a

x
MP a . То есть, h

a

x
xx a 12 . Для выполнения шага h  в 

противоположном вектору a  направлении нужно изменить знак координаты 

вектора ax .  То есть, h
a

x
xx a 12 . 

С учетом (2.7.6) и (2.7.7) для выполнения шага h  от точки с 

координатами ),...,,( 21
k
n

kk xxx  к точке ),...,,( 11
2

1
1

 k
n

kk xxx  в направлении 

антиградиента нужно каждую координату очередной точки вычислить по 

формуле 

,...)1,0(
)(...)()( 222

1

21





 kh

fff

f
xx

n

i

xxx

xk
i

k
i . (2.7.8) 

 

П р и м е р  2.7.5. Минимизируйте функцию )ln(),( 22 yxxyyxf   внутри 

квадрата 11,0;11,0  yx с точностью 01,0 . 

Р е ш е н и е . Найдем частные производные 
22

2
22 2
)ln(

yx

yx
yxyf x


  и 

22

2
22 2
)ln(

yx

xy
yxxf y


 . Выберем в качестве начальной точку )1,0;1,0(0M  и 

начальный шаг 1,0h . Ручные вычисления удобно оформить в виде таблицы 

2.7.8. 

Таблица 2.7.8 

k  h  x  y  ),( yxf  xf   yf   |grad| a  b  

0 0,1 0,1 0,1 – 0,0391 – 0,291 – 0,291 0,412 0,707 0,707 

1  0,171 0,171 – 0,0828      

2  0,241 0,241 – 0,1253      

3  0,312 0,312 – 0,1593      

4  0,382 0,382 – 0,1799      

5  0,453 0,453 – 0,1827 0,051 0,051 0,072 – 0,707 – 0,707 

6 0,01 0,446 0,446 – 0,1833      

7  0,439 0,439 – 0,1837      

8  0,432 0,432 – 0,1839162      
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9  0,425 0,425 – 0,1839137      

 

Последние пять столбцов таблицы содержат результаты промежуточных 

вычислений и введены просто для их облегчения. Буквами a  и b  обозначены 

коэффициенты при шаге h  в формуле (2.7.8) для переменных x  и y  

соответственно. Поскольку требуемая точность 0,1, вычисления ведутся с 

записью трех десятичных знаков. Однако, в записи значений функции 

приходится использовать большее число знаков, чтобы увидеть ее убывание 

или возрастание.  

Изменение аргументов в строках с номерами 0 – 5 производится в 

направлении антиградиента из нулевой строки с шагом 0,1. Попытка выполнить 

еще один такой шаг в том же направлении приводит к увеличению значения 

функции. Результат такого шага в таблицу не внесен. 

Поскольку движение в выбранном направлении закончено, в строке с 

номером 5 выбирается новое направление движения. Попытка движения в 

новом направлении с тем же шагом 0,1 сразу приводит к росту значений 

функции. Поэтому шаг уменьшается и становится равным 0,01. До строки с 

номером 8 идет убывание значений функции, а в строке 9 она возросла. Таким 

образом, минимальное значение функции находится в промежутке между 

точками 

(0,439; 0,439) и (0,425; 0,425). Точка (0,432; 0,432) – середина отрезки и отстоит 

от его концов на расстоянии 0,01. Значит, она находится от действительной 

точки минимума не далее 0,01. То есть требуемая точность достигнута. Точка 

минимума (0,43; 0,43), минимальное значение функции равно – 0,1839. 

 

Замечание. Рассматривая примеры 2.7.4 и 2.7.5, мы неявно пользовались 

одним из возможных критериев достижения заданной точности  : 

минимальное значение достигнуто с шагом h  или расстояние от найденной 

точки минимума до предыдущей точки не превосходит  . 
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Лабораторные работы 

Лабораторная работа № 1. 
Вычисление погрешностей результатов 

арифметических действий 

1. Цель работы. Научиться выполнять вычисления с приближенными 

числами с учетом погрешностей. 

2. Подготовка к работе. Изучить раздел 1 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить понятия абсолютной и относительной погрешности и их 

границ; 

 научиться определять верные, сомнительные, значащие цифры в 

приближенном числе и определять по ним погрешности 

приближений; 

 научиться находить погрешности вычислений. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Приближенные числа записаны с указанием границ их абсолютных 

погрешностей. Оставьте в их записи только верные цифры. 

а) 63,2561±0,001 

б) 63,2561±0,002 

в) 2,53±0,00001 

г) 2,53±0,00004 

д) 42 753,8±800 

е) 42 753,8±100 

ж) 42 153,8±800 

з) 42 743,8±100 

Есть ли среди полученных чисел такие, все цифры которых верны в 

строгом смысле? 

2. Округлите соответственно до двух, трех и четырех знаков после 

запятой следующие числа: 3,009983; 24,00551; 21,161728. 

3. У приближенных чисел 36,7; 2,489; 31,010; 0,031 все цифры верны а) в 

широком смысле; б) в строгом смысле. Определите границы абсолютных и 

относительных погрешностей этих чисел. 

4. У приближенных чисел 0,310; 3,495; 24,3790 все цифры верны в 

строгом смысле. Округлите заданные числа до сотых и определите в 

округленных значениях количество цифр, верных в строгом смысле. 

5. По заданным значениям приближенных чисел и их относительных 

погрешностей установите количество цифр, верных в строгом смысле; 

а) a = 2,364; a  = 0,07%; 

б) b = 109,6; b  = 0,04%; 

в) c = 14,307; c  = 0,005%. 

Округлите значения a, b и c до верных цифр с сохранением одной 

запасной цифры. 

6. Со сколькими верными в строгом смысле десятичными знаками после 

запятой нужно взять указанные значения, чтобы относительная погрешность не 

превышала 0,1%: 
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а) 193 ; б) 9,0sin ; в) 6,24ln . 

7. Приближенные числа записаны верными в строгом смысле цифрами. 

Выполните действия и определите абсолютные и относительные погрешности 

результатов. 

а) 24,37 – 9,18 

б) 18,437 + 24,9 

в) 24,1 – 0,037 

г) 1,504 – 1,502 

д) 234,5 – 194,3 

е) 0,65 – 1984 

ж) 12,64 ∙ 0,3 

з) 72,3 : 0,34 

и) 8 124,6 : 2,9 

8. Исходные числовые значения аргумента заданы верными в строгом 

смысле цифрами. Вычислите и запишите верными в строгом смысле цифрами 

следующие значения элементарных функций: 

а) 6,23lg  

 

б) 
01,2e  

в) 
09,4

1
 

г) 79,0arccos  

д) 45,8arctg  

 

е) 6,24,3  

9. Значение x = 4,53 имеет относительную ошибку 0,02%. Оцените 

количество верных в строгом смысле цифр в значениях: 

а) xln ; б) 
xe ;  в) 

xx . 

10. Выполните вычисления с учетом погрешности (исходные данные 

содержат все верные в строгом смысле цифры): 

а) 
3,41lg

9,1662,0 
 

б) 
63,2cos97,0sin

8,145,1247,12

22

22




 

в) 
3,626

)35,391,6(ln 2
 

г) 34,1

294,3

3

19,6
04,8

88,26


e
 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Приближенные числа. 

2. Абсолютная погрешность и ее граница. 

3. Относительная погрешность и ее граница. 

4. Верные, сомнительные, значащие цифры. 

5. Округление чисел. 

6. Погрешности арифметических операций. 

7. Погрешности вычисления значений функций. 

 

Ответы. 

1. а) 63,256; б) 63,26; в) 2,53000; г) 2,5300; д) 4103,4  ; е) 41028,4  ;  

ж) 4102,4  ; з) 41027,4  . 

5. а) 2,364; б) 109,60; в) 14,307 . 

6. а) 2 знака; б) 3 знака; в) 3 знака. 

9. а) 3 десятичных знака; б) верна только целая часть; в) последняя верная 

в строгом смысле цифра находится в разряде десятков. 

10. а) 008,09277,2  ; б) 2,0101,22  ; в) 0001,011579,0  ; 

г) 2,0278,11  . 
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Лабораторная работа № 2. 
Решение алгебраических и трансцендентных 

уравнений приближенными методами 
 (методы половинного деления, простых итераций) 

1. Цель работы. Научиться находить с заданной точностью корни 

алгебраических и трансцендентных уравнений методами половинного деления 

и простых итераций. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.1.1 – 2.1.3 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить алгоритм метода половинного деления; 

 усвоить алгоритм метода простых итераций; 

 научиться оценивать применимость записи уравнения для 

использования метода простых итераций; 

 научиться оценивать точность получаемых решений. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. С помощью калькулятора уточните методом половинного деления 

наименьший по модулю и отличный от нуля корень уравнения 01sin xx с 

точностью 
410
. 

2. По блок-схеме алгоритма из учебного пособия составьте программу 

решения уравнений методом половинного деления. Исполните программу для 

решения уравнения из задания 1. 

3. Разработайте алгоритм и составьте программу решения уравнения 

методом половинного деления, используя цикл с параметром и формулу для 

вычисления количества последовательных приближений )(hN  по заданной 

величине h. Исполните программу для решения уравнения из задания 1. 

4. С помощью калькулятора уточните методом простых итераций корень 

уравнения из задания 1 с точностью 
510

. 

5. По блок-схеме алгоритма из учебного пособия составьте программу 

решения уравнений методом простых итераций. Исполните программу для 

решения уравнения из задания 1 с точностью 
610
. 

6. С помощью составленных программ найдите по одному корню с 

точностью 
510
 для метода половинного деления и с точностью 

610
 для 

метода простых итераций следующих уравнений: 

а) xx cos)2,0( 3  ; 

б) 0sin10  xx ; 

в) xx sin2 
   (при x < 10); 

г) 0cos22  xx    (при x > – 10); 

д) xx cos)5lg(     (при x < 5); 

е) xx cos374  ; 

ж) 6cos8  xx ; 

з) 02,0sin  xx ; 

и) 01,0cos10 2  xx ; 

к) 0sin5)7lg(2  xx . 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Отделение корней уравнений. 

2. Метод половинного деления и его алгоритм. 
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3. Оценка точности метода половинного деления. 

4. Метод простых итераций и его алгоритм. 

5. Условия применимости метода простых итераций. 

6. Оценка точности метода простых итераций. 

 

Ответы. 

1. В промежутке (1,1; 1,2) корень приближенно равен 1,11415. 

4. Указание. Представьте уравнение в виде )1sin(4,0  xxxx . 

6.  Промежуток 
Запись уравнения 

для метода итераций 
Корень 

 а) (1,5; 1,6) 3008,0arccos xx   1,541489 

 б) (2,8; 2,9) 
10

arcsin
x

x   2,852342 

 в) (0,6; 0,7) )sin2(5,0 xxx x    0,676181 

 г) (0,6; 0,7) )cos22(25,0 xxx x   0,659957 

 д) (0,7; 0,8) xxxx cos)5lg(   0,712368 

 е) (0,3; 0,4) 
3

74
arccos




x
x  0,301541 

 ж) (0,6 0,7) )6cos8(1,0  xxxx  0,600486 

 з) (2,5; 2,6) xx 2,0arcsin  2,595739 

 и) (1,5; 1,6) 201,0arccos xx   1,546866 

 к) (–3,4; –3,3) )sin5)7lg(2(15,0 xxxx   – 3,367590 
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Лабораторная работа № 3. 
Решение алгебраических и трансцендентных 

уравнений приближенными методами 
 (методы хорд, касательных, комбинированный 

метод хорд и касательных) 

1. Цель работы. Научиться находить с заданной точностью корни 

алгебраических и трансцендентных уравнений методами хорд, касательных, 

комбинированным методом хорд и касательных. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.1.4 – 2.1.6 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить алгоритм метода хорд; 

 усвоить алгоритм метода касательных; 

 усвоить алгоритм комбинированного метода хорд и касательных; 

 научиться оценивать точность получаемых решений. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. С помощью калькулятора уточните методом касательных корень 

уравнения 03ln52  xx  на промежутке [0,5; 1] с точностью 
610
. 

2. Решите задачу из задания 1 методом хорд с точностью 
310

. 

3. Решите задачу из задания 1 комбинированным методом хорд и 

касательных с точностью 
610
. Сравните методы по скорости сходимости. 

4. Составьте программу приближенного решения уравнений методом 

касательных. 

5. Составьте программу приближенного решения уравнений методом 

хорд. 

6. Составьте программу приближенного решения уравнений 

комбинированным методом хорд и касательных. 

7. На компьютере по составленным программам найдите с точностью  
610
корни уравнений: 

а) 0sin5)7lg(2  xx , 

     )8,2;7,2(x ; 

б) 03,0cos4  xx , 

     )7,1;6,1(x ; 

в) xx  12sin5 , 

     )9,2;3( x ; 

г) xxxx 2,14131,2422,1 234  , 

     )3,3;2,3(x ; 

д) 
xx 252 2   

     )2,2;1,2(x ; 

е) 25,0102 xx  , 

     )5,4;4,4(x ; 

ж) xx 6,0cos2,64 4  , 

     )1,1;2,1( x ; 

з) 9,07,08sin3  xx , 

     )0,2;9,1(x ; 

и) xx 2cos4ln2,1  , 

     )0,4;9,3(x ; 

к) )4,1sin(2)1,6ln(  xx , 

     )4,2;5,2( x . 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Метод касательных. 
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2. Метод хорд. 

3. Комбинированный метод хорд и касательных. 

4. Выбор начального приближения корня уравнения. 

5. Оценка точности приближенных методов. 

 

Ответы. 

1. 0,736966. 7. а) 2,728446; б) 1,699533; 

в) – 2,937543; г) 3,287906; д) 2,184788; 

е) 4,461978; ж) – 1,148996; з) 1,944213; 

и) 3,948670; к) – 2,446366. 
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Лабораторная работа № 4. 
Решение систем линейных уравнений 

методом Гаусса 

1. Цель работы. Получение навыков решения задач методом Гаусса. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.2.1 – 2.2.2  учебного пособия. 

3. Задание: 

 научиться решать системы линейных уравнений методом Гаусса; 

 научится вычислять определители методом Гаусса; 

 научиться получать методом Гаусса обратную матрицу. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Решите вручную методом Гаусса предлагаемые системы уравнений, 

сохраняя в процессе вычислений три десятичных знака. Подставьте найденные 

решения в исходные системы и вычислите невязки. 

а) 















06,548,036,838,6

20,491,489,105,1

86,829,199,839,8

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

б) 





















28,896,451,779,784,1

90,318,823,523,243,8

00,681,558,696,300,1

52,858,883,571,775,0

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

2. Методом Гаусса вручную вычислите определители: 

а) 

20,000,139,1

02,824,564,6

35,090,144,6



   б) 

95,635,324,599,1

98,423,125,586,0

15,592,838,036,8

03,075,296,008,0









 

 

3. Методом Гаусса вручную найдите обратные матрицы для: 

а) 
















 24,588,042,2

82,592,649,1

07,422,447,8

 б) 





























97,687,355,318,0

97,249,561,236,7

18,506,487,034,7

03,428,885,010,8

 

4. Составьте программу решения системы линейных уравнений методом 

Гаусса. 

5. Дополните составленную по заданию 4 программу так, чтобы она 

позволяла вычислять определители и обращать матрицы методом Гаусса. 

6. С помощью составленной программы решите систему уравнений а); 

вычислите определитель б); найдите обратную матрицу в): 
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а) 

























77,661,372,104,463,461,0

95,596,434,876,553,844,8

70,372,698,059,878,460,7

77,519,505,313,669,481,2

27,441,849,024,033.738,5

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

б) 

65,190,608,439,270,0

00,811,679,149,129,7

84,861,194,356,290,1

36,693,116,413,422,4

56,638,784,351,432,6











 

 

в) 

































14,791,443,604,134,7

11,204,771,173,446,8

03,349,800,632,237,1

38,554,284,551,765,6

33,362,588,583,138,0

 

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Метод Гаусса. 

2. Вычисление определителей методом Гаусса. 

3. Применение метода Гаусса для вычисления обратной матрицы. 

 

Ответы. 

1. а) (2,688; 1,395; 0,893);   б) (–0,370; – 51,149; 44,573; – 14,650). 

2. а) 26,017; б) – 10165,61. 

3. а) 






















214,00721,00737,0

177,0221,00894,0

0147,00757,0127,0

; 

б) 





























213,0417,0141,0246,0

0291,00618,0107,00411,0

112,0770,0171,0542,0

148,0351,0197,0261,0

. 

 

6. а) (0,688; – 0,457; 0,510; – 0,846; – 0,431);   б) – 4508,876; 
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в) 

































024,0331,0069,0353,0491,0

0442,00631,00197,0036,00140,0

0150,0178,00295,0195,0369,0

110,0204,0142,00984,0181,0

101,00947,00860,0134,0138,0

. 
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Лабораторная работа № 5. 
Решение систем линейных уравнений 

приближенными методами 

1. Цель работы. Получение навыков решения задач приближенными 

методами. 

2. Подготовка к работе. Изучить тему 2.2.3 учебного пособия. 

3. Задание: 

 научиться решать системы линейных уравнений методом итераций; 

 научится решать системы линейных уравнений методом Зейделя. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Решите вручную методом итераций с точностью до сотых следующую 

систему уравнений: 















19,801,2772,876,3

41,311,113,2345,3

29,710,624,063,16

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2. Составьте программу решения системы линейных уравнений методом 

итераций. Используемые в программе критерий сходимости и оценку точности 

полученной итерации выберите самостоятельно. 

3. С помощью составленной программы на компьютере с точностью до 

четвертого знака после запятой решите системы: 

а) 















68,818,2484,271,4

69,853,038,1516,0

76,086,868,095,14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

б) 





















33,276,2251,413,691,0

16,074,751,1640,864,8

32,742,101,648,2333,8

68,729,761,761,793,28

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

в) 

























09,461,1376,608,356,819,6

45,855,602,2120,130,570,6

19,258,035,433,2642,120,7

73,696,443,710,175,1398,6

26,400,806,514,718,058,24

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

 

4. Внесите изменения в программу задания 2 или составьте заново 

программу решения системы линейных уравнений методом Зейделя.  
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5. С помощью составленной программы на компьютере с точностью до 

четвертого знака после запятой решите системы: 

а) 















14,585,2391,168,4

78,858,437,2810,5

53,041,162,452,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 

б) 





















02,254,2955,196,197,6

44,068,817,1888,362,1

86,708,886,373,2870,8

04,074,778,850,198,23

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 

в) 

























54,047,2142,611,384,182,5

05,578,446,3152,029,443,2

39,403,130,499,1507,282,8

28,054,835,079,040,1898.7

47,605,357,225,828,601,17

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Преобразование системы к итерационному виду. 

2. Условия сходимости итерационного процесса. 

3. Метод простых итераций. 

4. Метод Зейделя. 

5. Способы оценки точности решения. 

 

Ответы. 

1. 1x 0,57;  2x 0,08;  3x 0,36.     3.  а) 1x 0,2962;   2x 0,5808;   3x

0,3695;   б)   1x –0,1249;   2x –0,3357;   3x –0,2533;  4x 0,0571; 

в)   1x –0,0583;   2x –0,1693;   3x –0,0737;   4x –0,1699;   5x 0,5346. 

5.   а)  1x 0,1044;    2x 0,3264;   3x 0,2212; б)   1x 0,0180;   2x –0,2741;   

3x –0,0533;  4x 0,0432;    в)   1x 0,2477;   2x –0,0912;   3x 0,1598;   4x

0,1281;   5x –0,0116. 
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Лабораторная работа № 6. 
Составление интерполяционных формул 

Лагранжа и Ньютона 

1. Цель работы. Получение навыков интерполирования функций. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.3.1 – 2.3.4 учебного пособия. 

3. Задание: 

 научиться строить интерполяционные многочлены Лагранжа и 

Ньютона; 

 получить навыки ручных вычислений по формулам Лагранжа и 

Ньютона; 

 получить навыки вычислений на компьютере по формулам Лагранжа 

и Ньютона. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Для функций, заданных следующими таблицами, составьте 

многочлены Лагранжа: 

 

а) x 0,48 0,83 б) x 0,73 1,44 2,12 

 F(x) – 0,32 0,38  F(x) 2,93 5,42 9,78 

 

в) x 1 3 5 6      г) x 1 2 3 4 5 

 F(x) 4 3 2 –3  F(x) 48 24 8 12 24 

 

2. Вычислите значения функции в точках а) x = 1,02; б) x = 2,34, пользуясь 

схемой ручных вычислений по формуле Лагранжа, если функция задана 

таблицей: 

 

x 0,27 0,93 1,46 2,11 2,87 

F(x) 2,60 2,43 2,06 0,25 – 2,60 

 

3. Составьте программу вычисления значения функции с помощью 

многочлена Лагранжа. 

4. С помощью составленной программы вычислите значения функции из 

задания 2 в точках: а) x = 1,02; б) x = 0,65; в) x = 1,28. 

5. Для таблично заданной функции 

 

x 1,25 1,30 1,35 1,40 1,45 1,50 

F(x) 1,60 1,71 1,81 1,88 1,94 1,98 

 

вычислите значения конечных разностей до третьего порядка включительно. 

Составьте интерполяционный многочлен Ньютона со значениями 0x = 1,25 и nx  

= 1,50. Для контроля значения интерполяционного многочлена вычислите с 

помощью калькулятора его значения в точках x = 1,30 и x = 1,45.  

6. Составьте программу интерполирования по формулам Ньютона. 
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7. Имеется фрагмент таблицы натурального логарифма: 

 

x 1,05 1,06 1,07 1,08 1,09 1,10 1,11 

F(x) 0,04879 0,058269 0,067659 0,076961 0,086178 0,09531 0,10436 

 

Составьте таблицу конечных разностей и, используя составленную в 

задании 6 программу, найдите значения натурального логарифма для значений 

аргумента: а) x = 1,065; б) x = 1,083. Сопоставьте полученные значения с 

соответствующими значениями, полученными на калькуляторе. 

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Интерполяция. 

2. Интерполяционный многочлен Лагранжа. 

3. Интерполяционные формулы Ньютона. 

 

Ответы. 

1. а) 28,12)(1  xxL ;   б) 57,203,109,2)( 2
2  xxxL ; 

в) 94,77,23,0 23
3  xxxL ;       г) 44364312)( 234

4  xxxxxL . 

2.   а) 42,2)02,1( F ;   б) 67,0)34,2( F .   4.   а) 42,2)02,1( F ; 

б) 41,2)65,0( F ;   в)   28,2)28,1( F . 
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Лабораторная работа № 7. 
Интерполяция сплайнами 

1. Цель работы. Получение навыков интерполирования функций. 

2. Подготовка к работе. Изучить тему 2.3.5 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить понятие интерполяционного сплайна; 

 научиться интерполировать функции сплайнами. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Постройте кубический сплайн для функции, заданной таблицей: 

 

а) ix  1 3 5 7 

 iy  3 – 2 4 – 3 

 

б) ix  – 1 0 3 4 

 iy  – 3 5 2 – 6 

 

2. Проверьте результаты интерполирования функций в задании 1 путем 

вычисления значений сплайнов в узловых точках. 

3. Постройте графики полученных в задании 1 сплайнов с помощью 

имеющейся у вас программы построения графиков или с помощью 

инструментальных программных средств. 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Интерполяционный сплайн. 

 

Ответы: 

1. 


















].7;5[,)7(525,0)7(6,53

];5;3[,)5()5(15,3)5(7,04

];3;1[,)3(475,0)3(85,2)3(3,12

)()

3

32

32

xxx

xxxx

xxxx

xSа  

 


















].4;3[,)4(527,0)4(527,86

];3;0[,)3(133,0)3(582,1)3(945,62

],0;1[,927,0782,2145,65

)()

3

32

32

xxx

xxxx

xxxx

xSб  
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Лабораторная работа № 8. 
Вычисление интегралов при помощи 

формул Ньютона – Котеса 

1. Цель работы. Получение навыков приближенного вычисления 

определенного интеграла. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.4.1 – 2.4.3 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить алгоритмы вычисления интеграла по формулам 

прямоугольников, трапеций, парабол; 

 получить навыки приближенного вычисления интеграла по формулам 

прямоугольников, трапеций, парабол; 

 научиться оценивать точность приближенного вычисления интеграла 

и вычислять его с заданной точностью. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Вычислите приближенно по формуле прямоугольников 


1

0
21 x

dx
, разбив 

промежуток интегрирования на n = 10 частей. 

2. Вычислите приближенно по формуле трапеций интеграл задания 1 с 

тем же числом точек деления. 

3. Вычислите приближенно по формуле Симпсона интеграл задания 1 с 

тем же числом точек деления. 

4. Сравните результаты вычислений в заданиях 1, 2 и 3 с точным 

значением интеграла. Определите абсолютные и относительные погрешности 

всех трех вычислений. 

5
1
. Составьте программу вычисления интеграла по формуле 

прямоугольников. 

6. Составьте программу вычисления интеграла по формуле трапеций. 

7. Составьте программу вычисления интеграла по формуле парабол. 

8. С помощью составленных программ вычислите тремя способами 

предлагаемые ниже интегралы, разбив промежуток интегрирования на 50 

равных частей. 

 

 а) 


1

0
31 x

dxx
; б) dxx 



0

cos3 ; в) 


3

0

2
dxe x ; 

 г) 
1

1,0

dx
x

arctgx
; д)  

2

1

1
ln)1( dx

x
e x ; е) 

2

1

sin
dx

x

x
. 

9. С помощью составленных программ вычислите предлагаемые ниже 

интегралы с точностью 0,001. Способ вычислений выберите по своему 

                                           
1
 При выполнении заданий 5 – 7 вместо трех отдельных программ можно составить 

одну программу, предоставляющую выбор способа вычисления интеграла. 
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усмотрению. В зависимости от выбранного способа определите число частей, 

на которые нужно разбить промежуток интегрирования для достижения 

заданной точности. 

а) 
1

0

sin43,0 dxe x ; б) 


3

1
21 xx

dx
; в) 



0

2)sin( dxxx ; 

г)  
9

1

3 1dxxx ; д) 
 

0

2

2

1
dx

x

x
x ; е) 



2

1
631 xxx

dx
. 

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Формула прямоугольников приближенного вычисления определенного 

интеграла. 

2. Формула трапеций приближенного вычисления определенного 

интеграла. 

3. Формула Симпсона приближенного вычисления определенного 

интеграла. 

4. Оценки погрешностей приближенного вычисления определенного 

интеграла. 

 

Ответы: 

1.  0,7856065. 2.  0,7849814. 3.  0,7853981. 4.  %03,01  ; 

%06,02  ;  %0002,03  . 

8.  Ф. прямоугольников Ф. трапеций Ф. Симпсона 

 а 0,373572 0,373509 0,3735507 

 б 5,402574 5,402575 5,402575 

 в 0,886208 0,886207 0,8862073 

 г 0,816079 0,816070 0,8160762 

 д – 1,676180 – 1,676510 –1,676290 

 е 0,659332 0,6593255 0,659330 

9.  По формуле Симпсона:  а)  0,702,  n = 8; б)  0,554,  n = 16;  в)  4,382,     n = 

32; г)  66,857,  n = 1024; д)  2,039,  n = 16;  е)  0,216,  n = 16. 
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Лабораторная работа № 9. 
Вычисление интегралов при помощи 

формул Гаусса 

1. Цель работы. Получение навыков приближенного вычисления 

определенного интеграла. 

2. Подготовка к работе. Изучить тему 2.4.4 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить метод Гаусса приближенного вычисления определенного 

интеграла; 

 получить навыки вычисления определенного интеграла по формулам 

Гаусса; 

 научиться оценивать погрешность вычислений и выполнять 

вычисления с заданной точностью. 

4. Порядок выполнения работы. 

 

Выполните следующие задания: 

1. Вычислите приближенно по формуле Гаусса 


1

0
21 x

dx
, разбив 

промежуток интегрирования на n = 5 частей. Сравните результат вычислений с 

точным значением интеграла. Определите абсолютную и относительную 

погрешности приближенного вычисления. 

2. Составьте программу вычисления интеграла по формуле Гаусса. 

3. С помощью составленной программы вычислите предлагаемые ниже 

интегралы, разбив промежуток интегрирования на 20 равных частей. 

 

а) 


2

1
26 )1( xx

dx
; б) dxxx 

2

1

)32arccos()32( ; в)  
2

1

)ln1( dxxx x ; 

г) 


3

1
631 xxx

dx
; д)  

2

1

1
ln)1( dx

x
e x ; е) 

2

1

sin
dx

x

x
. 

 

4. С помощью составленной программы вычислите предлагаемые ниже 

интегралы с точностью 0,001. Определите число частей, на которые нужно 

разбить промежуток интегрирования для достижения заданной точности. 

 

а) 


1

1

2
dxe x ; б) 

3

1

arctgxdx ; в) 


2

1 ln1 x

dx
; 

г)  
9

1

3 1 dxxx ; д) 




0 cos3 x

dx
; е)  

2

1

21 dxx . 

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Формула Гаусса приближенного вычисления определенного интеграла. 
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2. Алгоритм метода Гаусса приближенного вычисления определенного 

интеграла. 

 

Ответы: 

1. 0,7853982;  ε = 0,000005%. 3.  а)  0,0803; б)  2,8799; 

в)  3,000; г)  0,2437; д)  – 1,6763;    е)  0,6593. 4.  а) 2,925, n = 16; 

б)  2,157, n = 4; в)  0,737, n = 4; г)  – 66,857, n = 256; д)  1,111, 

n = 8; е) 1,810, n = 4. 
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Лабораторная работа № 10. 
Нахождение решений обыкновенных дифференциальных 

уравнений при помощи формул Эйлера 

1. Цель работы. Получение навыков приближенного решения задачи 

Коши методами Эйлера. 

2. Подготовка к работе. Изучить темы 2.5.1 – 2.5.2 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить алгоритм метода Эйлера; 

 усвоить алгоритм уточненного метода Эйлера; 

 получить навыки приближенного решения задачи Коши методами 

Эйлера вручную и на компьютере. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Решите аналитически задачу Коши для линейного уравнения 

1 ïðè 2);0(2  xyxxyyx . 

Табулируйте полученное решение на промежутке [1; 2] с шагом 0,1. 

 

2. Задачу Коши из задания 1 решите вручную методом Эйлера на 

промежутке [1; 2] с шагом 0,1. 

3. Задачу Коши из задания 1 решите вручную уточненным методом 

Эйлера на промежутке [1; 2] с шагом 0,1. 

Сравните результаты заданий 2 и 3 с точными результатами из задания 1. 

Определите абсолютные и относительные погрешности на каждом шаге и в 

конце промежутка. 

4. Составьте программу приближенного решения на компьютере задачи 

Коши методом Эйлера. 

5. Составьте программу приближенного решения на компьютере задачи 

Коши уточненным методом Эйлера. 

6. Решите на компьютере методом Эйлера и уточненным методом Эйлера 

задачу Коши для следующих дифференциальных уравнений: 

а) 1)0(,  yyy ; найти )1,0()1( hy ; 

б) 1)1(,  yyxy ; найти )1,0()2( hy ; 

в) 2)0(
1




 y
x

y
y ; найти )1,0()1( hy ; 

г) 1)0(
2

 y
y

x
yy ; найти )2,0()1( hy ; 

д) 1)0(
)1(




 y
ye

e
y

x

x

; найти )1,0()1( hy ; 

е) 1)0(
2

2





 y

yxy

xyx
y ; найти )1,0()1( hy ; 
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5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Метод Эйлера и его алгоритм. 

2. Уточненный метод Эйлера и его алгоритм. 

 

 

Ответы: 

1.  
x

x
y

3

53 
   2. 

    
 6.   

 x  y   x  y   x  y   а) 2,593743 2,71379 

 1 2  1 2  1 2  б) 4,781227 5,14137 

 1,1 1,918485  1,1 1,9  1,1 1,919286  в) 0,947368 1,004174 

 1,2 1,868889  1,2 1,837273  1,2 1,871039  г) 1,973394 1,831168 

 1,3 1,845385  1,3 1,804167  1,3 1,847446  д) 1,497251 1,49678 

 1,4 1,84381  1,4 1,795385  1,4 1,846817  е) 3,721242 5,084124 

 1,5 1,861111  1,5 1,807143  1,5 1,863615     

 1,6 1,895  1,6 1,836667  1,6 1,898335     

 1,7 1,943725  1,7 1,881875  1,7 1,946323     

 1,8 2,005926  1,8 1,941177  1,8 2,009356     

 1,9 2,080526  1,9 2,013333  1,9 2,083061     

 2 2,166667  2 2,097368  2 2,170086     
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Лабораторная работа № 11. 
Нахождение решений обыкновенных дифференциальных 

уравнений методом Рунге – Кутта 

 

1. Цель работы. Получение навыков приближенного решения задачи 

Коши методом Рунге – Кутта. 

2. Подготовка к работе. Изучить тему 2.5.3 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить алгоритм метода Рунге – Кутта; 

 получить навыки приближенного решения задачи Коши методом 

Рунге – Кутта вручную и на компьютере. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Решите вручную с помощью калькулятора методом Рунге – Кутта 

задачу Коши для линейного уравнения 

 202  y);x(xyyx , при 1x  

на промежутке [1; 2] с шагом 0,1. 

2. Составьте программу решения задачи Коши методом Рунге – Кутта. 

3. С помощью составленной программы решите на компьютере задачу 

Коши из задания 1. 

4. Решите вручную с помощью калькулятора уравнения методом Рунге – 

Кутта 

а)  1)0(,  yyy ; найти )1,0()1( hy ; 

б) 1)1(,  yyxy ; найти )1,0()2( hy ; 

5. Решите на компьютере методом Рунге – Кутта следующие 

дифференциальные уравнения: 

а) 1)0(,  yyy ; найти )1,0()1( hy ; 

б) 1)1(,  yyxy ; найти )1,0()2( hy ; 

в) 2)0(,
1




 y
x

y
y ; найти )1,0()1( hy ; 

г) 1)0(,
2

 y
y

x
yy ; найти )2,0()1( hy ; 

д) 1)0(,
)1(




 y
ye

e
y

x

x

; найти )1,0()1( hy ; 

е) 1)0(,
2

2





 y

yxy

xyx
y ; найти )1,0()9,0( hy ; 

ж) 1
2

,
sin

 







y

x

y
y ; найти 


















204

3 
hy . 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Метод Рунге – Кутта и его алгоритм. 

 

Ответы. 
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1. x y 4а. x y 4б. x y 

 1 2  0 1  1 1 

 1,1 1,918485  0,1 1,105171  1,1 1,215513 

 1,2 1,868889  0,2 1,221403  1,2 1,464208 

 1,3 1,845385  0,3 1,349858  1,3 1,749575 

 1,4 1,84381  0,4 1,491824  1,4 2,075473 

 1,5 1,861111  0,5 1,648721  1,5 2,446162 

 1,6 1,895  0,6 1,822118  1,6 2,866354 

 1,7 1,943725  0,7 2,013752  1,7 3,341255 

 1,8 2,005926  0,8 2,22554  1,8 3,876619 

 1,9 2,080526  0,9 2,459601  1,9 4,478804 

 2 2,166667  1 2,71828  2 5,154839 

 

5.  в) 1; г) 1,732142;  д) 1,49674;  е) 3,088587; ж) 2,414204 
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Лабораторная работа № 12. 
Нахождение экстремумов функций одной и двух переменных 

приближенными методами 

1. Цель работы. Получение навыков решения задач оптимизации для 

функций одной и двух переменных. 

2. Подготовка к работе. Изучить тему 2.7 учебного пособия. 

3. Задание: 

 усвоить метод дихотомии минимизации функции одной переменной; 

 усвоить метод золотого сечения минимизации функции одной 

переменной; 

 усвоить метод покоординатного спуска минимизации функции двух 

переменных; 

 усвоить метод наискорейшего спуска минимизации функции двух 

переменных; 

 получить навыки решения задач оптимизации названными методами с 

помощью калькулятора и по программе на компьютере. 

4. Порядок выполнения работы. 

Выполните следующие задания: 

1. Дана функция 496 23  xxxy . С помощью калькулятора найдите 

ее минимум на промежутке [1; 4] с точностью 0,1 методом дихотомии. 

2. Для функции из задания 1 с помощью калькулятора найдите ее 

максимум на промежутке [– 2; 1] с точностью 0,1 методом дихотомии. 

3. Составьте программу нахождения минимума и максимума функции на 

заданном промежутке [a; b] с заданной точностью   методом 

дихотомии. 

4. С помощью составленной программы найдите минимум и максимум 

функции из задания 1 на указанных в заданиях 1 и 2 промежутках с 

точностью 0,001 методом дихотомии. 

5. Для функции из задания 1 с помощью калькулятора найдите ее 

минимум на промежутке [1; 4] с точностью 0,1 методом золотого 

сечения. 

6. Для функции из задания 1 с помощью калькулятора найдите ее 

максимум на промежутке [– 2; 1] с точностью 0,1 методом золотого 

сечения. 

7. Составьте программу нахождения минимума и максимума функции на 

заданном промежутке [a; b] с заданной точностью   методом золотого 

сечения. 

8. С помощью составленной программы найдите минимум и максимум 

функции из задания 1 на указанных в заданиях 1 и 2 промежутках с 

точностью 0,001 методом золотого сечения. 

9. Из приведенной ниже таблицы выберите свой вариант задания. С 

помощью составленных программ методов дихотомии и золотого 
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сечения с точностью 
510
 найдите экстремумы функции в указанных 

промежутках. 

 

Вариант Функция Экстремумы и промежутки 

1 422 xxy   
min на (– 0,7; 0,2); max на (–2; – 0,7) и 

(0,2; 2) 

2 32 )2()1(  xxxy  
min на (– 0,5; 0,5) и (1,2; 2); max на (0,5; 

1,2)  

3 
x

xy
1

  max на (–2; –0,5);  min на (0,5; 2) 

4 
21

2

x

x
y


  min на (–2; –0,5);  max на (0,5; 2) 

5 
12

23
2

2






xx

xx
y  min на (1; 3);  max на (3; 4) 

6 
x

x
y

2ln
  min на (0,5; 2);  max на (7; 9) 

7 xxy 2cos
2

1
cos   min на (1; 3);  max на (3; 4) 

8 
x

y
2sin1

10


  min на (1; 3);  max на (3; 4) 

9 xey x sin  min на (– 1; 0);  max на (2; 3) 

10 
65

1
2

2






xx

x
y  min на (0; 2);  max на (2,1; 4) 

11 
2

2

)1(

)1(






x

xx
y  min на (0; 2);  max на (– 4; – 2) 

12 xxy 2cossin   min на (1; 2);  max на (0; 1) 

13 
x

x
y

cos2

sin


  min на (– 3; – 1);  max на (1; 3) 

14 arcctgx
x

y 
2

 min на (0; 3);  max на (– 3; 0) 

15 
)4(

16
2xx

y


  min на (0,5; 1,5);  max на (– 1,5; – 0,5) 

 

5. Темы для самоконтроля знаний. 

1. Метод дихотомии минимизации функции одной переменной. 

2. Метод золотого сечения минимизации функции одной переменной. 

3. Метод покоординатного спуска минимизации функции двух 

переменных. 

4. Метод наискорейшего спуска минимизации функции двух переменных. 
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Ответы. 

1. min(3,02; – 4). 2. max(0,953; –0,007).  

9.1. min(0; 0);  max(1,00033; 1); max(0,99992; 1). 

9.2. min(0,23227;–0,75624); max(1;0); min(1,43420; –0,04898). 

9.3. max(–1; – 2); min(1; 2).  

9.4. min(–1; – 1); max(1; 1). 

9.5. min(–1,4; – 0,04167); max(4; 0,24). 

9.6. min(1; 0);  max(7,38906; 0,54134).  

9.7. min(2,09439; –0,75);  max(3,14159; –0,5).  

9.8. min(1,570797; 5);  max(3,14159; 10). 

9.9 min(– 0,785397; – 0,322397); max(2,356197; 7,460489). 

9.10. min(0,42020; – 0,20204); max(2,37980; – 19,797959). 

9.11. min(0,561550; – 0,056700); max(– 3,561550; – 8,81830). 

9.12. min(1,570797; 1); max(0,523602; 1,25). 

9.13. min(– 2,094395; – 0,577350); max(2,094395; 0,577350). 

9.14. min(0,999999; 1,285398); max(– 0,999999; 1,856194). 

9.15.  min(1,154697; 5,196152); max(– 1,154697; – 5,196152). 
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Приложения 

Приложение 1 
Для включения макросов и работы с ними в системе Excel 2007, необходимо сделать 

следующий перечень операций: 

 

1. Добавить «Разработчик» в стандартную панель для доступа к макросам. 

 

 

 
 

 

 
 
2. Понизить уровень безопасности системы для возможности работы с 

использованием макросов. 
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Приложение 2. Элементы языка VBA 

 
Стандартные типы данных VBA 

Инструкция описания переменных:  

Dim <Имя переменной> As <Тип> 

 

Стандартные типы данных: 

Integer, Byte, Long — целые числа; 

Single, Double — вещественные числа с плавающей точкой; 

Boolean — логические значения; 

Date — значения даты и времени; 

String — строковые значения; 

Currency — денежные значения; 

Object — объектные переменные; 

Decimal — масштабируемые целые числа; 

Variant — числовые и строковые подтипы. 

 

Управляющие конструкции VBA 

Программирование ветвлений 

1. Условный оператор. Неполное ветвление:  

If <Условие> Then  

<Код>  

End iF 

 

<Условие> — это логическое выражение. Если значение условия равно 

True, то выполняется <Код> (последовательность инструкций VBA). В 

противном случае <Код> пропускается. 

 

 

Пример 

В диалоговое окно (с помощью оператора InputBox) вводится число. 

Определяется, является ли число положительным, и если это так, то выводится 

сообщение. 

 

Sub Знак_числа() 

    Dim n As Integer 

    n = InputBox("Введите число", "Определение знака числа")  

    If n > 0 Then MsgBox "число " & Str(n) & " положительное" 

End Sub 

 

2. Условный оператор. Полное ветвление: 

If <Условие> Then 

    <Код1>  

Else 
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    <Код2>  

End if 
 

Пример 

Процедура определяет, является ли число отрицательным, 

положительным или равным 0. 

Sub   Знак__числа ()  

   Dim  n  As   Integer  

   n   =   InputBox("Введите   число", "Определение   знака  числа")  

   If   (n   >   0)   Then 

       MsgBox   "число "   &   Str(n)    &   " положительное"  

   ElseIf   (n   <   0)    Then 

       MsgBox   "число  "   &   Str(n)    &   " отрицательное"  

   Else 

      MsgBox   "это 0"  

  End   If  

End   Sub 

 

Результат работы: 

 

  

 

 

3. Оператор выбора 

Select Case <Выражение> 

Case <Список_выражений_1> 

<Код1> 

Case <Список_выражений_2> 

<Код2> 

… 

{Case Else}  

{<Код__ если>}  

End Select 

 

Замечание. Фигурные скобки означают необязательность конструкции. 

 

Сначала вычисляется выражение, стоящее после ключевых слов Select 

Case. Полученное значение сравнивается со значениями, которые находятся в 

<Списке_выражений_1>, <Списке выражений_2> и т.д. Если произошло 

совпадение значения выражения хотя бы с одним из компонентов списка, то 

выполняется <Код i>. Часть Case Else не является обязательной, однако если в 

операторе выбора она присутствует, то <Код_если> выполняется лишь в 
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случае, когда значение выражения не совпало ни с одним из компонентов 

списков выражений. 

 

Пример 

Процедура определяет день недели по текущей дате. 

 

Sub День_Недели() 

    Dim Day As Integer 

    'Weekday - функция, аргументом которой является 

    'выражение типа Дата, а возвращаемым результатом 

    'номер дня недели, причем 1 - это Воскресенье, 

    '2 - Понедельник и т. д 

    Day   =   WeekDay(Now() )  

    Select   Case   Day  

    Case   1  

          MsgBox   "Воскресенье"  

    Case   2 

          MsgBox   "Понедельник"  

    Case   3 

         MsgBox   "Вторник"  

    Case   4 

         MsgBox   "Среда"  

    Case   5 

         MsgBox   "Четвег"  

    Case   6 

         MsgBox   "Пятница"  

    Case   7 

        MsgBox   "Суббота"  

    End   Select  

End   Sub 

 

Результат работы: 

 
 

Программирование циклов 

1. Оператор цикла по счетчику 

For Счетчик = <Начальное_значение> То 

<Конечное_значение> {<Шаг>} 

{<Код>} 

{Exit For} 

{<Код>} 
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Next {<Счетчик>} 

 

Счетчик — целочисленная скалярная переменная. Значение счетчика 

изменяется от <Начального_значения> до <Конечного_значения>. <Шаг> — 

приращение значения счетчика. Шаг может быть положительным или отрица-

тельным. По умолчанию шаг равен 1. При завершении цикла управление 

передается оператору, которое следует за ключевым словом Next. Возможен 

досрочный выход из цикла по оператору Exit For. Обычно его используют в со-

четании с оператором ветвления. 

 

Пример 

В приведенной программе вычисляется факториал числа n. 

 

Sub   Factorial() 

'описание переменных 

Dim   i   As   Integer   'счетчик  

Dim   f   As   Integer   'факториал  

Dim   n  As   Integer 

'инициализация переменных 

n   =  Val (InputBox("Введите число", "Определение   факториала") )  

f   =   1 

'вычисление   факториала  

For   i   =   1   to   n 

f   =   f   *   i  

Next 

'Вывод   информации 

MsgBox   "Факториал   числа   ="   &   Str(f)  

End   Sub 

 

Результат работы: 

 

  

 

2. Оператор For Each ... Next 

Этот оператор повторяет последовательность инструкций (<Код>) для 

каждого элемента массива или каждого объекта коллекции. 

 

For Each Элемент In <Группа> 

{<Код>} 

{Exit For} 

{<Код>} 

Next {<Элемент>} 
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Группа — это семейство объектов или массив. Тип элемента 

определяется VBA автоматически при выборе очередного элемента группы. 

 

Пример 1 

Процедура записывает нули во все ячейки диапазона А1:С3 рабочего 

листа с именем Лист2 активной рабочей книги. 

Sub   Zero() 

    ActiveWorkbook.Worksheets("Лист2").Activate 

    For Each c In Range ("A1:C3")  

           c.Value = 0 

    Next c  

End Sub 

 

Результат работы: 

 
 

Пример 2 

Процедура определяет максимальное значение содержимого ячеек, 

которые находятся в диапазоне. 

Sub   Максимум () 

    Dim   Max   As    Integer 

    Worksheets("Лист2").Activate 

    Max   =   Range("a1").Value 

    For   Each   c   In   Range("A1:C3") 

       If c.Value > Max Then Max = c.Value 

    Next  

    MsgBox "максимальное значение элементов матрицы = " & Str(Max)  

End Sub 

 

Результат работы: 

 
 

 

3. Операторы цикла с условиями  
Цикл с предусловием: 

While условие 

{<Код>} 
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Wend 

 

Условие – логическое выражение. Код выполняется, пока условие равно 

True. 

Оператор Do ... Loop позволяет организовывать как циклы, 

выполняющиеся при истинности условия, так и циклы, выполняющиеся при 

ложности условия. 

 

Оператор Do ... Loop с предусловием: 

Do {{While / Until} условие} 

{<Код>} 

{Exit Do} 

{<Код>} 

Loop 

 

Оператор Do ... Loop с постусловием:  

Do 
{<Код>} 

{Exit Do} 

{<Код>} 

Loop {<While / Until} <Условие>} 

 

В операторе с предусловием код повторяется, если условие имеет 

значение True (при использовании ключевого слова While) или пока условие не 

получит значение True (при использовании ключевого слова Until). Поэтому 

может возникнуть такая ситуация, когда цикл с предусловием не выполнится 

ни одного раза. Цикл с постусловием выполняется хотя бы один раз. 

 

 


